Equations différentielles
linéaires

Cahier de calcul : fiche 20. Banque CCINP : exercices 4 et 18.

Equations différentielles linéaires d’ordre 1

— Exercice 1 0000 = o
Déterminer les solutions réelles des équations différentielles suivantes.

1. zy'lnz —y =222’z sur |0,1[. 2. 2y’ —y =z sur R* avec y(1) = 1.

3.Vl—a22y —y=1sur |- 1,1[. 4. ¢y +2%y+2? =0 sur R avec y(0) = 0.

5. ¥ + ythz = thx sur R. 6. (z — 1)y +y=xsur |1, +oof avec y(2) = 2.

7. 3zy’ — 4y = x sur R¥. 8. zy’ — 2y = 23sinx sur R*.

9. (eee) ¢ = |y| sur R. 10. y —ytanz = sur |-%, 2| avec y(0) = 1.
c

0s2

= Exercice 2 0000 ===
Déterminer toutes les fonctions y € 2(R,R) pour lesquelles

1. 4y + y = cosz et y(0) = 0. 2.y — 3y =e3 +ePsina.
3. 4/ + 3y =e 37 46.

5. ¢ +4y =2+ * 4sinz.

4, y —y = cosx + e”sin(2z) et y(0) = 0.

— Exercice 3 0000 =
Résoudre I'équation 3’ + y = |z| d’inconnue y € (R, R).

= Exercice 4 eocoo === @ Banque d’exercices CCINP 2025 (42)

On considére les deux équations différentielles suivantes
(H):2zy' —3y =0 et (E): 2zy — 3y = /.

1. Résoudre (H) sur Uintervalle |0, +oo[.
2. Résoudre (F) sur Pintervalle |0, +o0].

3. L’équation (F) admet-elle des solutions sur I'intervalle [0, +oo[ ?

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

= Exercice 5 eee0 == ( Recollement de solutions
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.

1. 2/ + y = Arctanz. 2. sin(z)y’ — cos(x)y = 0.

0000 === QM  Déterminer les fonctions f € 2(R,R) telles que

flx+y) = f@)+ f(y)

— Exercice 6

V(z,y) e R?,

— Exercice 7 eeco = Q@ Caractérisation de la fonction t —> e*?

1. Soit a € C. Montrer que la fonction ¢t — e est la seule fonction dérivable sur R
Y =ay

y(0) = 1.

2. Déterminer les fonctions dérivables de R dans K vérifiant 1’équation fonctionnelle

fls+1) = f(s)f(®).

solution de {

V(s,t) € R?,

0000 == QM Déterminer les fonctions f € Z(R,R) telles que

flx+y)=e" fy) + e f(z).

— Exercice 8

V(z,y) € R?,

— Exercice 9 ee00 === Q@  Déterminer les fonctions f € Z(R,R) telles que
f(0) #0 et

V(z,y) eR?, flz+y) = f()f' () + F) [ ().

= Exercice 10 ecoo === @ Donner une équation différentielle dont les solutions

C+z

sont les fonctions de la forme x — ——, ou C' € R.
1+ 22

= Exercice 11 o000 === &  Soit I'équation différentielle ' = a(x)y + b(x), avec
a,be €(R,R), et zop € R. Montrer que les tangentes au point d’abscisse zy aux courbes
intégrales sont ou bien paralléles, ou bien toutes concourantes.

— Exercice 12 e000 === @ Résoudre I’équation, d’inconnue y € Z(R, R),

1
y +y= / y(u) du.

0
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= Exercice 13 o000 = QM Soit a,b e (R, R) périodiques de période 1.
A quelle(s) condition(s) ’équation différentielle y' = a(x)y+b(x) admet-elle des solutions
1-périodiques ? Le cas échéant, les déterminer.

= Exercice 14 eee0 === & Equations de Bernoulli
Une équation de Bernoulli est une équation différentielle de la forme

(Bx): o = a(z)y + b(x)y",

ol a et b sont deux fonctions continues sur un intervalle I & valeurs réelles et a un réel
distinct de 0 et 1. Notons que, pour a quelconque, il est nécessaire que y soit a valeurs
strictement positives.

1. Pour quelle valeur du réel 3 le changement de fonction inconnue y = 2? permet-il
de se ramener a une équation linéaire.

2. Application.
a. Résoudre z2y' +y+ 4% =0 avec y(1) = 1.
b. Résoudre zy’ —y + 32%y? = 0.

—— Exercice 15 ese0 —— Q& Equations de Riccati
Une équation de Riccati est une équation différentielle de la forme

(R): o =a(@)y” + b(x)y + c(x),

ou a, b et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I a valeurs réelles.

1. a. Montrer que si yg est une solution particuliére de (R), le changement d’incon-
nue z = y — yo aboutit & une équation de Bernoulli avec o = 2.

b. Quel changement de fonction inconnue peut-on finalement effectuer pour se
ramener 4 une équation linéaire d’ordre 17

2. Application. Résoudre
(R): (1+2%)y =v*+ 2%y + 2.

Indication : on pourra chercher une solution particuliére sous forme polynomiale.
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Equations différentielles linéaires d’ordre 2

= Exercice 16 ee00 === [ Déterminer les fonctions y € 22(R,R) pour lesquelles
.y +y —2y=10sinz, y(0) =0 et y'(0) = 1.
Ly — 4y + 4y =2e* +4 et y(0) =y (0) = 1.

4. y" —y = e® cos(2x).

6. v + 3y +2y =chu.

8. v + 4y = sin(2x).

1
2
3. ¥ +y =shu.

5. y" — 3y +2y = e Tsinu.
7. v + 2y +y =sha.

9. v’ — 2y + 5y = e* cos(2x).

= Exercice 17 €000 mm= &

1. Déterminer 'unique solution sur R du probléme de Cauchy
y' +y =327 y(0)=1, y'(0) =2

2. a. Montrer que l'équation 2y” — 3y’ + y = x e® posséde une solution de la forme
x> (az? + bx) e® avec a et b dans R.

b. En déduire toutes les solutions réelles sur R de I’équation

2y" — 3y +y=uze".

= Exercice 18 ee00 === [ Banque d’exercices CCINP 2025 (31)
1. Déterminer une primitive de x — cos® z.

2. Résoudre sur R I’équation différentielle y” + y = cos® z, enutilisantta-méthode-de
variation-des-eenstantes (programme de seconde année).

= Exercice 19 ee00 == [ Systéme différentiel
Résoudre les systémes différentiels suivants, d’inconnues (y, 2) € (R, R)?.

D 2.{y;+2y_z
") Y+ =3y 2+ z = 6y

— Exercice 20 o000 == ' Solutions bornées  Déterminer tous les couples de
réels (a,b) tels que toute solution de y” + ay’ + by = 0 soit bornée.

Année 2025-2026


https://www.fenelonsaintemarie.org

Equations différentielles linéaires

= Exercice 21 o000 == (¥ Changement de variables

1. Résoudre sur R% I’équation différentielle
22y" + 3zy +y = (z + 1)*

en posant x = e’. Cela revient & poser z(t) = y(e') et a résoudre une nouvelle équa-
tion différentielle d’inconnue z (ici un changement de variable est un changement
de fonction).

2. Résoudre sur R I’équation différentielle
(1+2%)2%y" +22(1 +22)y +4y =0

en posant x = tant.

3. Résoudre sur | — 1, 1[ I'équation différentielle
(1—a®)y" —ay +y=0

en posant x = sint.

4. Soit a € R*. Résoudre sur R I’'équation différentielle
(14 22y + 2y —a’y=0

en posant x = sht.
Indication : on pourra établir que sh™" : & — In (x + /22 + 1) pour conclure.

= Exercice 22 ese0 === & Equations d’Euler Soit (a,b) € R? ce ¥(R,R) et
(&) : 2%y +axy + by = c(x).

1. Montrer que la résolution de (€) sur |0, +oo[ (resp. sur |—o0, 0[) équivaut a la réso-
lution d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants
via le changement de variable x = e (resp. x = —e?).

2. Application. Résoudre 22y" — 5xy’ + 9y = x + 1 sur R.
= Exercice 23 eoee = Q& Résoudre équation y” +|y| = 1 avec {

— Exercice 24 eeco —— 9  Déterminer les fonctions f € Z(R,R) telles que

VeeR, f(z)=2f(-x)+x.
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—— Exercice 25 o000 === [  On considére 'équation d’inconnue f € Z(R%,R)

F(@) = f(i,)

1. Montrer que toute solution de (£) est deux fois dérivables sur R% et solution d’une
équation différentielle du second ordre & préciser.

(€): Vx>0,

2. Résoudre I’équation trouvée a la question précédente grace au changement de va-

riable x = et.

3. Montrer que les solutions de (£) sont exactement les fonctions

x»—»A\/Esin(\gglnx—kg), avec A € R.

= Exercice 26 o000 === [  On considére 'équation d’inconnue f € 2?(R,R)

€): Sf-r2=

1. Soit f une solution de (£).

a. Montrer que f ne s’annule pas sur R.
4

b. Montrer que ~— est constante sur R.

f

c. Exprimer la valeur de cette constante en fonction de f(0) et f/(0).
2. Montrer qu’il existe une et une seule solution f de (£) pour laquelle f(0) = 1 et
f(0) =0.
3. Soit f une solution de (€) et (a,b,\) € R? avec a # 0.
A quelle condition sur X la fonction 2 — A\ f(ax + b) est-elle solution de (£)?

4. En déduire toutes les solutions de (£).
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Eléments de réponses

Exercice 1. )\ désigne un réel quelconque.

l.z2+— 2’lnz+ Alnz. 2.2+ zlnz+2. 3.2+—> —1 4 Aetresin@),

z3 A z?

4.x'—>—1+exp(—?), 5.m»—>1+ch7($). ﬁ.xn—>m.
7.2 — Xx?® — 2. 8.2+ (\—cosx)z?
9.2 Ae“avec A= 0ouz+— Ae “avec A<0. 10.z+— J::onrgcl"

Exercice 2. ) désigne un réel quelconque.
1l.z+— %7(4sinx—cosa:+ez/4). . —1(cosz + 2sinz)e” +(\ + z) .
3.2+ (z+Ne . 4z— -1 COS(ZJC) ?—Zcosx + e +3 sin(z).
5.a:'—>()\+x)ef’c—1—7cosx+ Lsinz + 1.

Exercice 3. z+—> (Ao(z) + A\)e ™, ot Ae R et Ao : 2 —> { . _(11)—;)5; : . ; 8'

3/2

Exercice 4. 1. x —> Az®? avec A e R. 2. z+— \z%/? — ? avec A € R. 3. Non.

ln(l + xz) N i

Exercice 5. 1. Les solutions sur R* et R* sont les z — Arctan(z) — 3
T

A 1n(1+m2) . 0

L’unique solution sur R est z — retan(z) — —— slz #
0 sixz =0.

2. Les solutions sur les intervalles I, = |km, (k + 1)7[ sont les Asin|;, avec A € R, pour

tout k € Z. Les solutions sur R sont les Asin avec A € R.

Exercice 6. © — az avec a € R.

Exercice 7. 2. La fonction nulle et les fonctions ¢ — €%, avec a € K.
Exercice 8. z+—— cxe®, ce R.

Exercice 9. z —> \e® N\ e R*.

. 2x 1
Exercice 10. v/ + ——y=——.
vy + z2 Y71 + a2
Exercice 11. Si a(zo) = 0, les tangentes sont paralléles, sinon elles concourent au point

_ 1 _ b(zp)
(”50 a(wo)’ ~ alzo) )
Exercice 12. Les solutions sont les fonctions contantes.

Exercice 13. Pour tout x € R, y(x) = ()\ + / b(t) e " dt) e*™® avec A une primitive de
0
1 1
asur R et A € R. Posons o = / a(t)dt et g = / b(t) e ™ dt, alors
0 0

Ve eR, ylz+1)=ylx)+ (Ae*—1)+ Be*)e?™®

et

e si a # 0, ’équation admet une unique solution 1-périodique, obtenue pour A =

Be .
1—e>
e si a =0 et 8 =0, toute solution est 1-périodique;

e si a =0 et 8 # 0, aucune solution n’est 1-périodique.
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Exercice 14. 1 8= (1—a)™".
Exercice 15. 1.a z = y —yo méne a I'équation de Bernoulli 2’ = (2a(2)yo(z) +b(z))z + a(x)2>.
1.b L’exercice 14 suggere le changement de fonction y = yo + 1/u pour se ramener a

u' + (2a(x)yo(z) + b(z))u + a(z) = 0.
2. Le changement de fonction y = ® 4+ 1/u raméne a I’équation linéaire d’ordre 1
1+ 2% +32%u+1=0

qui admet x —> % pour solutions, avec A € R, sur J € {]—o0, —1[,]1, +00[}.

Finalement les solutions maximales de (R) sont les fonctions z — z? et © +—— x — 1 sur

1+ A\a?

% sur |—o0, Al ou |\, +00[, avec A € R\{—1}.

Exercice 16. 1. 2 — 2e" —e™?
1, .- 1

T+p+ sre* +chr — ;e

+pe” —1cos(2z)e” +1 e” sin(2z).

—x

R et les fonctions z ——

¥ -3sinzx —cosz. 2.z 1+ (:C2 +:c) e,
3. x— de”

4. x+—— e ”®

—2z 1

6. x— AeT" fpe T 4 FeT T + 5 e’

8. Acos(2z) + psin(2z) — x cos(2x).

5.2 — Ae* +pe” +15(cosz + sinz)e
T.o— Az +p)e ™ —2a?e ™ +1e"
9. (Acos(2z) + psin(2z)) e” + 1z e” sin(2z).

Exercice 17. 1. & —> 7cosz + 2sinx + 322 — 6. 2.z —> Ae™/2 4 +1(@® — 4z + p)e”

. 1 1 1
Exercice 18. 1. z — £ sin(4z) + 1 sin(2z) + éx 2. cos®x = = cos(3z) + %cos(ac), ce qui
méne aux solutions x — A cosz+psinz— 5 cos(3z)+ gm sin(x)+ g cos(z), avec \, u € R.

Exercice 19. 1. (z —> Xe* +pe >

—4x

sz — Ae?® =3 e_QZ), avec A\, u € R.

2. (mr—>/\ez+pe ,x+—>3)\ezf2ue74z),avec A peR.
Exercice 20. a =0 et b > 0.

2
Exercice 21. 1. m»—>>\li+”+§+2+1

3oz A+ pv/l—22 Ao Ao+ VI+22)" +p(r+VI+22) "

Exercice 22. 1. (£) équivaut sur |0, +oo[ & 2” + (a — 1)2" + bz = c(e"), ou z(t) = y(e*).

2. x —> Acos(2 Arctan x) + psin(2 Arctan ).

(An(z) + p)z® + 2 + & siz>0
2. Les solutions sont les fonctions & — % siz=0 avec
(NMIn(—z) +p)2® + 2+ 5 siz <0,
AN i € R
e” -1 siz <0
Exercice 23. L’unique solution est donnée par x —> { sinx —cosz+1 si0 <z < 3w/2
e 2H3m/2 _q si x> 3m/2.
. 1
Exercice 24. z — acos(2z) + asin(2z) + g + 0 ac R.
Exercice 25. 1. (&) :2®f"+f =0. 2.(&') équivaut a (") : 2" —2' +2 = 0, via 2(t) = y(e).

1+ f(0)?
(02

Exercice 26. 1.c
et B eR.

2. f=ch 3./\:J_rl. 4.zr—>lch(ax+ﬂ), avec a € R*
a a
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