Equations différentielles
linéaires

Cahier de calcul

: fiche 20.

Banque CCINP : exercices 4 et 19.

Equations différentielles linéaires d’ordre 1

- Exercice 1
rentielles suivant

.2y’ Inz —y = 222 In® 2 sur 10, 1.

1— 22

L 3xy —4dy =

. (...) y/ =

- Exercice 2
lesquelles :

1
3
5. ¥y + ythe = tha sur R.
7
9

0000 mmmm Déterminer les solutions réelles des équations diffé-

€sS.

y —y=1sur]—11].

- %
x sur RY.

ly| sur R.

0000 —

1. 4y + y = cosz et y(0) = 0.
3. 4/ + 3y =e 37 46.
5.y +4y =2+ * 4sinz.

— Exercice 3

- Exercice 4

e oD

10.

xy —y = x sur R¥ avec y(1) = 1.
y' + 2%y + 2% = 0 sur R avec y(0) = 0.
(x — 1)y +y=xsur |1,+00[ avec y(2) = 2.
. 2y — 2y = 2®sinz sur R%.
1
!/ _ t - _ T T
y —ytane = —— sur |-%,%

[ avec y(0) = 1.

Déterminer toutes les fonctions y € 2(R,R) pour

2.y — 3y = e3% 1 e%sin .
4. y' —y = cosx + e”sin(2z) et y(0) = 0.

0000 ==  Résoudre I'équation y’'+y = |z| d’inconnue y € Z(R, R).

ecoo === Banque d’exercices CCINP 2024 (42)
On considére les deux équations différentielles suivantes :

(H):2zy' =3y =0

et

1. Résoudre (H) sur lintervalle ]0, +o0].
2. Résoudre (E) sur Uintervalle |0, +ool.

(E): 22y — 3y = v/x.

3. L’équation (F) admet-elle des solutions sur I'intervalle [0, +oo[ ?
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= Exercice 5 eee0 == Recollement de solutions
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.

1. zy’ +y = Arctanz. 2. sin(z)y’ — cos(z)y = 0.

—— Exercice 6 €000 == Déterminer les fonctions f € 2(R,R) telles que

V(z,y) eR?  flz+y) = f(z)+ fy).

= Exercice 7 eeoco === Caractérisation de la fonction t — e*?

1. Soit a € C. Montrer que la fonction t —> e est la seule fonction dérivable sur R
Yy =ay
y(0) = 1.

2. Déterminer les fonctions dérivables de R dans K vérifiant I’équation fonctionnelle

V(s,t) eR?,  f(s+1t) = f(s)f(t).

solution de {

m—  EXErciCe 8 €000 Déterminer les fonctions f € Z(R,R) telles que

V(,y) eR?, flz+y) =e" f(y) + e f(a).

m—  EXErcice 9 000 Déterminer les fonctions f € Z(R,R) telles que
f(0) #0 et
V(w,y) eR? flz+y) = f(2)f'(y) + f(y)f ().

— Exercice 10 €000 Donner une équation différentielle dont les solutions
. C+zx
sont les fonctions de la forme x — ——, ou C' € R.
1+ 22
= Exercice 11 ¢600 === Soit l’équation différentielle ' = a(x)y + b(x), avec

a,be €(R,R), et 29 € R. Montrer que les tangentes au point d’abscisse xy aux courbes
intégrales sont ou bien paralléles, ou bien toutes concourantes.

— Exercice 12 €000 = Résoudre I’équation, d’inconnue y € 2(R, R),

1
y +y= / y(u) du.

0
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— Exercice 13 0000 = Soit a,b € €(R,R) périodiques de période 1.
A quelle(s) condition(s) ’équation différentielle y' = a(x)y+b(x) admet-elle des solutions
1-périodiques ? Le cas échéant, les déterminer.

m—  Exercice 14 eeco === Equations de Bernoulli

Une éguation de Bernoulli est une équation différentielle de la forme 3’ = a(t)y*+b(t)y
ol a et b sont deux fonctions continues sur un intervalle I et A un réel distinct de 0
et 1. Notons que pour A quelconque, il est nécessaire que y soit a valeurs strictement
positives.

1. Soit a,be €(I,R), A ¢ {0,1} et ’équation de Bernoulli

(&) ¢ =at)y* +b(t)y.
a. Soit € € {—1,1}. Effectuer le changement de variable y = €2®, ou « € R.

b. Résoudre (£,) en prenant o = T
2. Application. Résoudre z%y' +y+ y* =0 avec y(1) = 1.
3. Application. Résoudre zy’ —y + 3x%y? = 0.

— Exercice 15 eeco == Equations de Riccati

différentielle

Considérons ’équation

&) alx)y +b(x)y + clx)y* + d(z) = 0.

1. Montrer que si yo est une solution particuliére de (£), le changement d’inconnue
z = y — yo aboutit & une équation de Bernoulli avec o = 2. Quel changement de
variable faut-il effectuer pour obtenir une équation linéaire 7

2. Notons yg : ¢ —— tanz. Trouver une équation différentielle (£) ne faisant pas
intervenir la fonction tan dont gy est solution.

3. Résoudre (&) en utilisant la premiére question.

4. Résoudre (€) en posant z = Arctany et comparer les deux résultats.

- Exercice 16 0000 A Paide de Vexercice précédent, résoudre
&): 2%y +y* +yz? + 22" =0.

On pourra chercher une solution paticuliére sous la forme d’un polyndéme.
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Equations différentielles linéaires d’ordre 2

= Exercice 17 ¢€00 = Déterminer les fonctions y € 22(R,R) pour lesquelles

.y +y —2y=10sinz, y(0) = 0 et ' (0) = 1.

Ly — 4y + 4y =2e* +4 et y(0) =y (0) = 1.

4. ' —y = e” cos(2z).
6. v + 3y +2y =chu.
8. vy + 4y = sin(2x).

1
2
3. ¥ +y =shuz.

5. y" =3y +2y =e"sinz.
7. ¥y + 2y +y =sha.

9. y' — 2y + by = e” cos(2x).

= Exercice 18 €000 mmmm
1. Déterminer 'unique solution sur R du probléme de Cauchy :

"

y" +y=32% y(0) =1, y'(0) = 2.

2. a. Montrer que I’équation 2y” — 3y’ + y = x e” posséde une solution de la forme
x> (az? + bx) e® avec a et b dans R.

b. En déduire toutes les solutions réelles sur R de 1’équation

2y — 3y +y=mze”.

— Exercice 19 eeco = Banque d’exercices CCINP 2024 (31)

1. Déterminer une primitive de x — cos® z.

2. Résoudre sur R I’équation différentielle y” + y = cos® z, en—utilisantta-méthode-de
variation-des-eenstantes (programme de seconde année).

- Exercice 20 eeco == Systéme différentiel
Résoudre les systémes différentiels suivants, d’inconnues (y, z) € Z(R,R)2.

A 2_{y:+2y—z
") Y rz=3y 2+ z =06y

= Exercice 21 ee0c0 === Solutions bornées Déterminer tous les couples de
réels (a, b) tels que toute solution de y” + ay’ + by = 0 soit bornée.
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— Exercice 22 o000 == Changement de variables

1. Résoudre sur R% I’équation différentielle
22y" + 3zy +y = (z +1)?

en posant x = e’. Cela revient & poser z(t) = y(e') et a résoudre une nouvelle équa-
tion différentielle d’inconnue z (ici un changement de variable est un changement
de fonction).

2. Résoudre sur R I'équation différentielle
(1+22)%y" +22(1 4+ 2%)y + 4y =0

en posant x = tant.

3. Résoudre sur | — 1, 1[ l’équation différentielle
(1—2?)y" —ay +y=0

en posant x = sint.

4. Soit « € R*. Résoudre sur R I'équation différentielle
(14 22y +xy —a’y=0

en posant x = sht.

= Exercice 23 eee0 === Equations d’Euler Soit (a,b) € R?, ce €(R,R) et
(&) : 2% +azxy +by = c(x).

1. Montrer que la résolution de (€) sur |0, +oo[ (resp. sur |—o0, 0[) équivaut a la réso-
lution d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants
via le changement de variable = ! (resp. z = —e?).

2. Application. Résoudre 22y"” — 5xy’ + 9y = x + 1 sur R.
= Exercice 24 eeee = Résoudre I'équation y” + |y| = 1 avec { 2;

m—  EXErcice 25 €000 Déterminer les fonctions f € 2(R, R) telles que

VeeR, f'(z)=2f(-z)+=z.
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= Exercice 26 0000 = On considére I’équation d’inconnue f € Z(R%,R)

F(@) = f(i,)

1. Montrer que toute solution de (£) est deux fois dérivables sur R% et solution d’une
équation différentielle du second ordre & préciser.

(€): Vx>0,

2. Résoudre I’équation trouvée a la question précédente grace au changement de va-

riable x = et.

3. Montrer que les solutions de (£) sont exactement les fonctions

x»—»A\/Esin(\gglnx—kg), avec A € R.

—  Exercice 27 0000 mmmm On considére ’équation d’inconnue f € 2%(R,R)

€): ff-r2=n

1. Soit f une solution de (£).

a. Montrer que f ne s’annule pas sur R.
4

b. Montrer que ~— est constante sur R.

f

c. Exprimer la valeur de cette constante en fonction de f(0) et f/(0).

2. Montrer qu’il existe une et une seule solution f de (£) pour laquelle f(0) = 1 et
f'(0) = 0.

3. Soit f une solution de (€) et (a,b,\) € R? avec a # 0.
A quelle condition sur X la fonction 2 — A\ f(ax + b) est-elle solution de (£)?

4. En déduire toutes les solutions de (£).
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Indications
Exercice 6, 7, 9, 12. Procéder par analyse synthése.

Exercice 8. Procéder par analyse synthése ou se ramener a I’exercice 6.
flz+h) - f(z)
W .
Exercice 13. Ecrire la solution générale y & I’aide d’une intégrale et expliciter y(z + 1) — y(x).

Exercice 9. On pourra considérer le taux d’accroissement

Exercice 24. Commencer par résoudre les équations linéaires y” +y = 1 et ¥y’ —y = 1 sur R.
Puis procéder par analyse synthése. On notera que la condition initiale impose le signe
d’une solution y au voisinage & gauche et a droite de 0.

Exercice 25. Procéder par analyse synthése et se ramener & une équation différentielle d’ordre
2 lors de ’analyse.

Eléements de réponses

Exercice 1. ) désigne un réel quelconque.
l.z— z?lnz+ Alnz. 2. z—zhhz+z. 3.7— —1 4 Aetrosin@),

z3 A z?
4.xv—>—1+exp(—?). 5.1:»—»1-&—@. ﬁ.xn—>m.

2

43 _x. 8.1 —> (A —cosz)x’.

7. x—> Az

9.z e avec A=0ouz+— e “avec A <0. 10. 2 +—

(cosz + 2sinx) e® +(\ + x) *®.

Exercice 2. )\ désigne un réel quelconque.
1
5
1 1

l.z+— ﬁ(4sinxfcosm+ez/4). 2. —
3.2+ (z+N)e . 4. z+— —1cos(2z)e” —3 cosz + e* +1 sin(z).
5.2— (A+az)e ™ —Lcosz+ Lsinw+ 5.

(1—=x)e”
(x—1)e" 42

sizx <0

Exercice 3. z —— (Ao(z) + N)e ,ou)\eRet/\O:x»—>{ siz>0

Exercice 4. 1. x —> Az*? avec A e R. 2. z+— \z%/? — g avec A € R. 3. Non.

ln(1+x2) N i
—y Tt

Exercice 5. 1. Les solutions sur R* et R* sont les z — Arctan(z) — 3
x

Arctan(x) — # siz#0

0 siz =0.
2. Les solutions sur les intervalles I, = |km, (k + 1)m[ sont les Asin|;, avec A € R, pour
tout k € Z. Les solutions sur R sont les Asin avec A € R.

L’unique solution sur R est z — {

Exercice 6. z — ax avec a € R.
Exercice 7. 2. La fonction nulle et les fonctions ¢ — e®?, avec o € K.
Exercice 8. x +—— cze”, ce R.
Exercice 9. x —> A ™Y\ e R*.
2x 1
T+227 " 1122
Exercice 12. Les solutions sont les fonctions contantes.

Exercice 10. ¢ +
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Exercice 13. Pour tout z € R, y(z) = (z\ + / b(t)e A dt) e avec A une primitive de
0

1 1
a sur R et X\ € R. Posons a = / a(t)dt et g = / b(t) e ") dt, alors
0 0

VeeR, y(z+1)=y(x)+ Ae*—1) + Be*) ™

et
e si o # 0, ’équation admet une unique solution 1-périodique, obtenue pour A = % ;

e si a =0 et § =0, toute solution est 1-périodique;
e si a =0 et 8 # 0, aucune solution n’est 1-périodique.
Exercice 17. 1. 2 +—> 2e” —e™** —3sinz —cosz. 2.z— 1+ (2° +z)e
3.z de " +pu+ize ® +cha— e,
4. x> Xe " 4pe” —1cos(2z) e” + 3 e” sin(2x).
5.2+ Ae* +pe” +L(cosz +sinz)e ™. 6.z Ae T Hpe T +Le+Le"

e +Le”. 8. Acos(2z) + psin(2z) — Lz cos(2x).

2x

mi

7.0 — Az +p)e -1
9. (Acos(2x) + psin(2x)) e” + 5z e” sin(2x).
Exercice 18. 1. z —> Tcosz + 2sinz + 322 — 6. 2. x —> Ae™/? +1(2® —dz +p)e”.

3 3

Exercice 19. 1. z — % sin(4x) + isin(Zx) + 3% 2. cos®x = %cos(?)x) + zcos(m), ce qui

. . 1 3 . 3
méne aux solutions z — Acosz+psinx— £ cos(3z) + 3% sin(z) + 3 cos(z), avec \, u € R.

Exercice 20. 1. (z —> Xe* +pe ", z— Xe”® —3pue "),
2. (m — Ae® fpe x> 3he” —2u 674:5).
Exercice 21. a =0et b > 0.

Inx p

2
Exercice 22. 1.z — AT +ELT LT 2.0 Acos(2 Arctan x) + psin(2 Arctan x).

z 9 2
3.z Xz + /1 —22. 4oz— Az + V1 -1—1:2)CY +u(m+\/1+x2)_a.
Exercice 23. 1. (£) équivaut sur |0, +oo[ & 2" + (a — 1)2" + bz = c(e'), ou z(t) = y(e*).
(An(z) + p)z® + 2 + 5 siz>0
1 siz=0 avec

2. Les solutions sont les fonctions z — 3
(NMn(—2) + p)z® + 2+ 5 siz <0,

AN, p ER.
Exercice 24. L’unique solution est donnée par
e’ —1 siz<0
x> < sinz—cosz+1 si0<z<3m/2
e T2 _q si x> 31/2.

Exercice 25. z —— acos(2z) + asin(2z) + % + i, aeR.

Exercice 26. 1. (&) :x®f"+ f =0. 2.(&') équivaut a (") : 2" —2' +2 = 0, via 2(t) = y(e).
PO L 1 :
7072 3.)\—ia. 4. ¢ ach(am+5)7avecoze]R et B eR.

2. f = ch unique solution du probléme de Cauchy {

Exercice 27. 1.c
y' —y= 0o
y(0) = 1,4(0) = 0.
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