7 | Primitives et calcul intégral

Cahier de calcul : fiches 15 & 19. Banque CCINP : 7.

Primitives

= Exercice 1 0000 === Donner une primitive de f sur I'intervalle I.

1. f(z) =223 — % et I =10, +0].

3. f(z) = % et 1 =10, +o0].
5. f(l):$—% et 1 =10, +o0].

7. f(z)=e"et I =R

9. f(z) = - et I =10, +ool.

11. f(z) = Go12 et I =]1,+0].
13. f(z) =e** et I =R.
15. f(z) =ze™ et I =R,

=z
473 — 3z + 1
17. f(sc)=¢

et [ =]—0,0].

2.

4,

10.

12,

14.
16.

18.

f(x)=3+i—%etfz]—oo,0[.

f(x)=+zet I=1]0,+00].
. flx) = i—ki et 1 =10, +o0].

3

. f(xr) =3x—2e"et I =R.

f(z) = - et [ =]—0,0].

3
fz) = Gr_22 et I =12, +o0.
f(x) =4e%3% et [ =R.

flz) = (z+1)e3e +62—4 ot [ =R,

fx) =

8

et I =10, +o0].

1
xTA/T

- Exercice 2 €000 === O Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1 2 —bx
1. _ 2. >
v 22+x+1 * 1422
r+3
4, ¢

'—)x2—2x+5'

3.

3x + 2

x'—>2x2—4x+3'

— Exercice 3 €000 === @ Calculer, en utilisant I’exponentielle complexe,

1. l’intégrale/ e’ sin(3t) dt;
0

2. une primitive de x — sinzshz.
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— Exercice 4 €000 m—m
Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, une primitive des fonctions suivantes (on
précisera les intervalles maximaux de définition associés).

1 e1/z
1.z ze @ 2. x+— . 3. 1+— .
zvInx x?
1 xT 1 2
4. z —> . LT Lo —(1 .
x e 5. z e 6. = x(no:)
342 1 1‘2
7. c— ze 7. 8. r— —p—. 9. v — ——.
zln*x 1+ a3
sin(2x) 1
10. 2 +— ———F—. 11. z —> tan®z. 12. 20— ——M—M———.
1+ cos?z cos? z4/tan x
13. z+— 1 . 14. z — lnlnx. 15. 2 +— " +7,
T ++/T x
16. mr—>¥ 17. xr—>¥ 18. z — !

r+zln®x VT 4+ Vad zV/1+Inz

— Exercice 5 0000 Soit f € €([0,1],R). Montrer que f posséde une et
1

une seule primitive F sur [0, 1] telle que / F(t)dt = 0.
0

- Exercice 6 eeco == Une fonction qui n’admet pas de primitive
Montrer que la fonction f définie sur R par

f@):{ 1 s%xZO

-1 siz <0,

n’admet pas de primitive sur R.

= Exercice 7 eeco === Primitive d’une fonction non continue
Montrer que la fonction F' définie sur R par

gcgsin1 sizx#0
0 siz =0,

est la primitive sur R d’une fonction non continue.
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Calculs d’intégrales

- Exercice 8

3
1./(t2+t+1)dt. 2.
2

Inb
4. / (5+4e” —e*
0

-

P

10.

13.

16.

19.

Exercice 9

/:(3 — z)"da.

Exercice 10 €000 wmm

4
. En déduire la valeur de / _
g t(t?

0000 === (@  Calculer les intégrales suivantes.

2
3
3. 2 1 dz.
s 1-2 /0<m+ +2x+3) v
—2
5. / 2 du. 6. /
-3
0000 === (¥ Calculer les intégrales suivantes, oit n € N.

o4
> [

7dt

u+1

Inx

dx. / —dx.
e 2 4 _ T
/ dz . 5 / r—1 6. e’ +1
o3 Tlnzx P
2 V3
4x
. —_— 8. 1 d 9.
== [e(Grme)a o [Tt
° (Inz)?
/ﬂdx. 11. / 3e~ 51 dy. 12./
1z 0 1 et -1
&2 d 1/2 2 2 2
/ S 14./ S — 15./ (x—l)(z—x+3)dx.
e xz(lnz) o 1= 1/2 2
e? 1 1/z 1
/ dix 17. / ¢ 5 dr 18. / v 1+ z2dz.
e xVInzx 12 T 0

2
20. / (Bx —2)"dz
1

2
21. / z(z? —1)" dz.
1

1 b
. Déterminer deux réels a et b tels que G+ D=2 = til 5
o > dt
. En déduire la valeur de —_
s G+1({—2)
Déterminer trois réels a, b et ¢ tel ! a, b,
. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que ———< = — + ——
ey "t T2 iy 2

4
o
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= Exercice 11 0000 === QY& Calculer les intégrales suivantes.

s s

Y Z
1. / cos* z dz. 2. / cos? x sin(3z) dz.
0 0

—  Exercice 12 0000 === Q& Calculer les intégrales suivantes.

1 1
1. / max{e, 2} dt. 2. / |3t — 1] dt. 3. / el dt, avec n e N.
0 0

4 2 5
4. / sin Lzl dex. 5. / x|z|dz. 6. /
0 4 —1

— Exercice 13 ee0c0 =—— @ Une formule sommatoire pour 7

|x+1|
|x|+1

tan
dt
1. Montrer que, pour tout z € |—7/2,7/2[, / 5 =T.
o I+t
2. Etablir, pour tout n € N,
_ = i ( 1)k >n+1 /1 t2n+2 dt
k:02k+1 o 1+t2
3. En dédui I i(_l)k T T'on not io( Uk T
. En déduire que lim = —, ce que I'on note = —.
e e Lopr 1 T 2k+1 4

— Exercice 14 0000 == Q Montrer que

VkeN*, In(k!) < (k+1)lnk—k+1.

Fonction définie par une intégrale

= Exercice 15 €000 mm= &

1
1. Montrer que, pour tout réel x, 'intégrale / e'” dt existe.
0

1
2. Etudier la monotonie sur R de la fonction f définie par f(z) = / e dt.
0
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= Exercice 16 o000 === O  Soit f une fonction continue sur R. Calculer

1 x 1
lim 7/ f(t)de et lin%) f(xt) dt.
0 =

x—0 0

—— Exercice 17 ee00 === M  Soit G la fonction définie sur R¥ par

x —t
G(z) = / 67 dt.

1. Justifier la définition et la dérivabilité de G.
2. Calculer G’ et en déduire la monotonie de G.

3. Montrer que limG = 0 et lim G = —oo0.
+00 0

— Exercice 18 e000 = Q&
Etudier la dérivabilité et dériver les fonctions suivantes.

:l;2 fljs dt
1. zr—>/ Vit gy 2, 3:»—»/ _—
1 2 1+t+12

COS2 x

=  Exercice 19 0000 ===  Soit f: 2 +—>

2

Arcsin (\/E) dt.
1. Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité de la fonction f.

2. Obtenir une expression simple de f via le calcul de sa dérivée.

Arctant
t

x
= Exercice 20 0000 == &  Soit ¢ : 2z +—> / dt définie sur R*.
1/z

Montrer que ¢ est impaire.
Montrer soigneusement que ¢ est dérivable sur R% et calculer sa dérivée.

Montrer que la fonction ¢ :  —— z¢’(z) est constante sur R¥.

B W b=

En déduire une expression de ¢ sur R, puis sur R*.
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2T cos(t
3. (eee) :c+—>/ #dt.

Intégration par parties

m——  Exercice 21 €000 mmm
A l’aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes.

1 2 e
1. / ze”dz. 2. / rlnzdz. 3./(x—e)1nxdx.
0 1 1
1 5 e
4, / 3 e® da. 5. / (Inz)* da.
0 1

1 1 1/z
7. / 2% e dz. 8. / € 3 dx.
-1 12 T

=  Exercice 22 0000 mmm &

2
6. / (2—1z)e " dua.
0

1 3
0. [ e
o (1+422)
Calculer les intégrales suivantes.

3. / (zInz)? dz.
1

1 1
1. / Arctanz dz. 2. / z(Arctan z)? da.
0 0

= Exercice 23 eec0 === & A l’aide d’intégrations par parties, déterminer une

primitive des fonctions suivantes sur un intervalle & préciser.

3

V1+ 2?2
4. Arcsin.

1. 2— 2. z+— cos(lnz). 3. z+— 2%Inx, avec a € R.

5. Arctan. 6. z—— zchz.

— EXercice 24 0000 mmm @ Soit P un polynéme de degré n.

Montrer que z — P(z)e” admet une primitive de la forme z — Q(z)e”, avec @ un

polynome de degré n.

= Exercice 25 o000 === [ Intégrales de Wallis Pour tout n € N, on pose

™

3
Inz/ sin™ ¢t dt.
0

1. a. Calculer Ij et I4.
b. En intégrant par parties, exprimer I,, en fonction de I,,_o, pour n > 2.
c. En déduire les expressions de I3, et I3,11 en fonction de n, pour n € N.
2. a. Montrer que la suite (I,,),,oy est décroissante et que, pour tout n € N*,
i
nInIn_l = 5

b. En déduire que hrfoo I,V2n = /7.
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= Exercice 26 060 == Q&

1
1. Calculer, pour tout (p,q) € N2, I,, = / 2P (1 — x)?dz.
0

q k
2. En déduire une expression simplifiée de Z ( ) , pour tout (p,q) € N2.

= p+k+1

=  Exercice 27 eeo0 === Lemme de Riemann-Lebesgue
Soit f une fonction de classe € sur un segment [a,b]. Montrer que

b b
lim / f(t)sin(nt)dt = lim / f(t) cos(nt)dt = 0.

n—+w [ n—+ow [

Changement de variable

— Exercice 28 e000 —— @
A T’aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

1 2
d d
1. A ﬁ en posant u = eaf, 2. /1 ﬁ €en posant u = \/.E
dx
3. / eVZdr en posant u = eVZ. 4, / ——— en posant u = /1 + e~.
P o V1+e” P
4
11—z
6. d tu= .
/1 1+ﬁx en posant u = \/x

27
5. en posant u = J/x.
/ 1+ \F p Ve

= Exercice 20 0000 mm=
A T'aide d’'un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

1 1
1. / t?4/1 — t2dt en posant t = sinf. 2. /
0

en posant z = el.
et P

2
Int 1
4. / Ldtenposantuzf.

%tz—i—l t

5 do
3. /6 en posant x = sin 6.
o cosf

1
dt

5./ ———— — enposant x =Vt2+t+1—t.

0o Vt2+t+1 b
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& ‘2t Z in2 ¢
— Exercice 30 eeco —— @ On pose T :/ B L dtet J :/ il VY
o cos(2t) o cos(2t)

1. Calculer I — J.
2. Calculer I + J en posant x = tant.
3. En déduire I et J.

= Exercice 31 ee0c0 === & Formule du roi
1. Soit a < b et f € €([a,b],K). Montrer la formule du roi

/abf(x)dx—/abf(a—l—b—x)dx

2. Calculer les intégrales suivantes.

/4 d 1
b. / e c. / zln(l + 7%) dz.
o l+tanz 1

/4
a. / In(1 + tanz) dz.
0

— Exercice 32 0000 === [ Déterminer, au moyen d’un changement de variable,
une primitive des fonctions suivantes.

1 1
1. — (en posant ¢t =sin#) et — (en posant ¢ = cos0).
cos sin

1 1
2. — et - (en posant u = e').

e 3. 2+ cos(2lnx) (en posant u = et).

= Exercice 33 o000 === (¥ Primitives par recollement

1. Déterminer les primitives sur R de ¢ ——

27
2. Calculer / d
0

2 + cost’

t
. On posera u = tan —.
2+ cost 2

= Exercice 34 ¢000 === Q& Mines-Ponts MP 2022

1. Calculer COS(%) et 5111(17;)

2. Calculer une primitive de x —

sin x sur ]77 27r[
sin(x+ %) sin(x— 1”—2) ’
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Indications

Exercice 11. Il convient de linéariser.

1 1 3
1. cos’z = = cos(4z) + = cos(2 =
cos* x 8cos( x) + 2cos( x) + 3
1 1 1
2. cos’ zsin(3z) = 1 sin(5z) + 3 sin(3z) + 1 sin(x).

Exercice 14. Majorer Inp par une intégrale de la forme / Intdt.

Exercice 12. Découper les intégrales a 'aide de la relation de Chasles.

! —/1t2’“dt
2k+1 J, ’

3. Procéder au changement de variable u = xt.

Exercice 13. Pour tout k € N,

Exercice 18.
Exercice 24. Récurrence sur le degré de P.

Exercice 26. Commencer par montrer que I 4 =

q
mlp+1,q—1-

Exercice 34. 2. Décomposer sin sous la forme sinz = asin(z — %) + bsin(z + 5) et voir la
question 1 de lexercice 32 pour déterminer une primitive de 1/sin.

Eléements de réponses

i _ L 1 _ ,l 5 _

Exercice 1. 1. F(z) = 5%+ 2. F(z) =3z toa 3. F(z) = 2+/x.

2 p= 2 1 b
4. F(z) = 32VE = 327" 5. F(z) = - 2\/5. 6. F(z) = 527 + 8/
7.F(z) = ¢*. 8. F(z) = ga:Q—Qez. 9. F(z) = Inz. 10. F(z) = —4In(—z) = —4Inz].
_ -1 _ -1 1 2z 40 0335
1L F2) = —=. 12 F(e) = 7—. 13.F(2) = ;¢ 14 F(a)= 3¢
15. F(z) = %e“. 16. F(z) = &% +0o=4 17, F(z) = 4 e ng-l-ln(—:r).
—2

Exercice 2. 1. ¥ Arctan(@). 2. 2 Arctanz — gln(x2 +1).

3. i Arctan(v2(z — 1)) + gln(sz — 4z +3).

%m(ﬁ -2z +5).

4. 2Arctan(%(m - 1)) +
. 3 1 .
Exercice 3. 1. 1—0(67r +1). 2. z —> i(chxsma: —shxzcosz) sur R.

Exercice 4. 1. f% e sur R. 2. 2Inw sur 11, +0m[. 3. —e'" sur R% ou R¥.

4. In(|lnx|) sur ]1,+0o[ ou J0,1[. 5.+/1+ z? sur R. 6. é(lnx)3 sur R%.

7. —%97312 sur R. 8. — sur [0, 1[ ou |1, +oo[

In® 2
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1
0. §1n|1:3 + 1] sur ]—o0, —1[ ou ]—1, +ool.

11. —z + tanzx sur] 5 2[+/€7r keZ. 12.2+/tanx sur ]07%[+k7r, kel
13. 2In(1 + v/z) sur R¥*. 14. In(z)In(Inz) —Inz sur |1, +oo[. 15. " sur R.
16. Arctan(lnz) sur R¥. 17. 2 Arctan(y/z) sur R*. 18.2y/1 + Inz sur Je™", +oo].
2
Exercice 8. 1. %9 2, %1n2 —In3. 3.6+ glng. 4.4+ 5In5. 5. 1—e 6.1+1n2.
. 1 7 (In2)® —1 2 4
Exercice 9. 1. TR 2. 3 3. e 4, lng. 5. 1ng Tt 6. In(e+1). 7.1.
8. —¢’In2. 9.2In3. 10. % 11. 6(e —v/e). 12.In(e+1). 13. % 14. §In2—éln7.
135 2 1 (=)™ 4ntt
15. 752 16. 2v2-2. 17.¢° —e. 18. 3(2\/5 1). 19. 7 20 TCESVR
3n+1
1. —.
2(n+1)

. 1 1 ln2
10. l.a.a = —= ==, -
Exercice 10. l.a. a 3 et b 3 1.b. 3

1 1 3 1
2.a.a = _Z etb=c= g 2.b. §ln3— 51n5—ln2.
3
11. 1. -+ 27 .
Exercice 1. + 35" 2. 15
Exercice 12. 1. 2In2 +e—2. 2.9 3 ¢ -1
6 e—1

Exercice 15. 2. f est strictement croissante sur R.
Exercice 16. f(0).

2

4.1++/2. 5. g

10. —In(1 + cos®z) sur R.

6.5—2In3+41In2.

. 27" —e™ " 14++v1+4In2
Exercice 17. 2. G'(z) = S e change de signe en %
3.limG = —w et im G = 0.
0 +oo
. 5v6InT 32° 2z
Exercice 18. 1. z — 2ze sur [1,+oo[. 2.z +—> - sur R.
1+a34+25 1422424
0 siz=0
3.2— cos(2mx)—cos(mwx) sinon sur R.
Exercice 20. 1. Procéder au changement de variable u = —
2. ¢'(z) = 1 Arctanz + Arctan 1 . = ,? lnx s 0
T T —51 sixz < 0.
2 J—
Exercice 21. 1. 1. 2.2In2— % 3. %. 4., % 5.e—2. 61+e 2 T7e—5e !
In2 1
8.¢2. 9. —= —_.
¢ 2 1
In2 7 7  In2 5 2
Exercice 22. 1. =~ — 2% o T T B2 3 23 =
1~ 2 6 a2t 2 3y

2
Exercice 23. 1. — =~

—2
Vzz+1lsur R 2.2+ g(cos(lnm) + sin(lnz)) sur R¥.
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a+1

2
3.xv—>m (lnw— L )sioz;/:—l et xv—>(1nm)
a+1

2

sia = —1 sur R¥.
a+1 +

4. x —> x Arcsin(z) + +/1 — 22 sur |—1,1[. 5. z — z Arctan(z) — %ln(l +2°) sur R.
6. v — zsha —cha sur R.
Exercice 25. l.alp=Z et 1 =1. lbnl,=(n—1)l,_o.

2
(2n)! T 221y

l.c Iz, = —et Iapnt1 = ——m
€ lon = oo X g O enit = 5
. 2 —1)* plg!
Exercice 26. 1. et 2. q¢)_(=D7 =Ilpg= —""".
¢ ;O<k>p+k+1 P prq+ 1)
. V1 —1 2+1
Exercice 28. 1.In2—In(e+1)+1. 2.21n<2+\/§>. 3.2 4.In (Vite-1)(v2+1) .
3 (Vite+1)(v2-1)
4 9 2
.3ln-+-. 6.1+4In-.
5.3 ngt+3 6.1+ ng
Exercice 29. 1. % 2.In2—-In(e+1) +1. 3. IDTS 4.0. 5. ln(wii).
. In(7+ 4v3
Exercice 30. I—J=%et[+J=n(f\F).
Exercice 31. 2.a T2, 2.p T 22 o T
8 8 3
. 1 1+ sinx T
Exercice 32. 1. z — 5ln(m) sur ]—§,§[+7TZ et
1 1 —cosx T
T — §1n<m) = ln(tan 5) sur |0, 7 + 7Z.

x

2. x> 2Arctan(e®) sur R et z+~—1In -

sur R*.
er +1

3.z+—> %(COS(Q Inz) + 2sin(2lnz)) sur R%.
Exercice 33. 1. La primitive F sur R qui s’annule en 0 est définie, pour tout n € Z, par
2 1 t 2nm 2w
F|](2n,1)ﬂ.,(2n+1)ﬂ[: t —> — Arctan| —=tan = | + —. 2. —.

V3 V32 V3 V3
Exercice 34. 1 coslf\/éJ”/i— V2+V3 ot nl,\/g*ﬁ,\/m
T 12 4 N 2 12 4 N 2

2 SV fan(M 7)) L o225
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