
7 Primitives et calcul intégral

Cahier de calcul : fiches 15 à 19. Banque CCINP : H.

Primitives

Exercice 1 ◦◦◦◦ Donner une primitive de la fonction f sur l’intervalle I.

1. fpxq “ 2x3 ´
1

x2
et I “ s0 ,`8r. 2. fpxq “ 3 `

1

x2
´

5

x3
et I “ s´8 , 0r.

3. fpxq “
1

?
x

et I “ s0 ,`8r. 4. fpxq “
?
x et I “ s0 ,`8r.

5. fpxq “
1

x2
´

1
?
x

et I “ s0 ,`8r. 6. fpxq “
1

x3
`

4
?
x

et I “ s0 ,`8r.

7. fpxq “ ex et I “ R. 8. fpxq “ 3x´ 2 ex et I “ R.

9. fpxq “
1

x
et I “ s0 ,`8r. 10. fpxq “

´4

x
et I “ s´8 , 0r.

11. fpxq “
1

px´ 1q2
et I “ s1 ,`8r. 12. fpxq “

3

p3x´ 2q2
et I “

‰

2
3 ,`8

“

.

13. fpxq “ e2x et I “ R. 14. fpxq “ 4 e0,3x et I “ R.

15. fpxq “ x ex
2

et I “ R. 16. fpxq “ px` 1q e3x
2

`6x´4 et I “ R.

17. fpxq “
4x3 ´ 3x2 ` 1

x
et I “ s´8 , 0r. 18. fpxq “

1

x
?
x

et I “ s0 ,`8r.

Exercice 2 ••◦◦ Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1. x ÞÝÑ
1

x2 ` x` 1
. 2. x ÞÝÑ

2 ´ 5x

1 ` x2
. 3. x ÞÝÑ

3x` 2

2x2 ´ 4x` 3
.

4. x ÞÝÑ
x` 3

x2 ´ 2x` 5
.

Exercice 3 •◦◦◦ Calculer, en utilisant l’exponentielle complexe,

1. l’intégrale
ˆ π

0

et sinp3tqdt ;

2. une primitive de x ÞÝÑ sinx shx.

Exercice 4 •◦◦◦ Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, une primitive
des fonctions suivantes (on précisera les intervalles maximaux de définition associés) :

1. x ÞÝÑ x e´x2

. 2. x ÞÝÑ
1

x
?
lnx

. 3. x ÞÝÑ
e1{x

x2
.

4. x ÞÝÑ
1

x lnx
. 5. x ÞÝÑ

x
?
1 ` x2

. 6. x ÞÝÑ
1

x
plnxq

2.

7. x ÞÝÑ x e´3x2

. 8. x ÞÝÑ
1

x ln4 x
. 9. x ÞÝÑ

x2

1 ` x3
.

10. x ÞÝÑ
sinp2xq

1 ` cos2 x
. 11. x ÞÝÑ tan2 x. 12. x ÞÝÑ

1

cos2 x
?
tanx

.

13. x ÞÝÑ
1

x`
?
x

. 14. x ÞÝÑ
ln lnx

x
. 15. x ÞÝÑ ee

x
`x.

16. x ÞÝÑ
1

x` x ln2 x
. 17. x ÞÝÑ

1
?
x`

?
x3

. 18. x ÞÝÑ
1

x
?
1 ` lnx

.

Exercice 5 ••◦◦ Soit f P C pr0 , 1s,Rq. Montrer que f possède une et

une seule primitive F sur r0 , 1s telle que
ˆ 1

0

F ptqdt “ 0.

Exercice 6 ••◦◦ Une fonction qui n’admet pas de primitive
Montrer que la fonction f définie sur R par

fpxq “

#

1 si x ě 0

´1 si x ă 0,

n’admet pas de primitive sur R.

Exercice 7 ••◦◦ Primitive d’une fonction non continue
Montrer que la fonction F définie sur R par

F pxq “

#

x2 sin
1

x
si x ‰ 0

0 si x “ 0,

est la primitive sur R d’une fonction non continue.
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2 Primitives et calcul intégral

Calculs d’intégrales

Exercice 8 ◦◦◦◦ Calculer les intégrales suivantes.

1.
ˆ 3

2

`

t2 ` t` 1
˘

dt. 2.
ˆ 5

3
2

1

1 ´ 2t
dt. 3.

ˆ 2

0

ˆ

2x` 1 `
3

2x` 3

˙

dx.

4.
ˆ ln 5

0

`

5 ` 4 ex ´ e2x
˘

dx. 5.
ˆ 0

1

e2u du. 6.
ˆ ´2

´3

u

u` 1
du.

Exercice 9 •◦◦◦ Calculer les intégrales suivantes, où n P N.

1.
ˆ 2

1

1

p2x` 1q
2 dx. 2.

ˆ 1

´2

14

p4 ´ xq3
dx. 3.

ˆ 2

e

lnx

x
dx.

4.
ˆ e´2

e´3

dx

x lnx
. 5.

ˆ 4

3

x´ 1

x2
dx. 6.

ˆ 1

0

ex `1

ex `x
dx.

7.
ˆ 2

0

dx
?
1 ` 4x

. 8.
ˆ 1

2

ex
ˆ

1

x
` lnx

˙

dx. 9.
ˆ ?

3

1?
3

4x

x2 ` 1
dx.

10.
ˆ e

1

plnxq
2

x
dx. 11.

ˆ 1

0

3 e´ x
2 `1 dx. 12.

ˆ 2

1

ex

ex ´1
dx.

13.
ˆ e2

e

dx

xplnxq
2 . 14.

ˆ 1{2

´1

x2

1 ´ x3
dx. 15.

ˆ 2

1{2

px´ 1q

ˆ

x2

2
´ x` 3

˙

dx.

16.
ˆ e2

e

dx

x
?
lnx

. 17.
ˆ 1

1{2

e1{x

x2
dx. 18.

ˆ 1

0

x
a

1 ` x2 dx.

19.
ˆ 4

3

p3 ´ xqn dx. 20.
ˆ 2

1

p3x´ 2qn dx. 21.
ˆ 2

1

xpx2 ´ 1qn dx.

Exercice 10 •◦◦◦

1. a. Déterminer deux réels a et b tels que
1

pt` 1qpt´ 2q
“

a

t` 1
`

b

t´ 2
.

b. En déduire la valeur de
ˆ 5

3

dt

pt` 1qpt´ 2q
.

2. a. Déterminer trois réels a, b et c tels que
1

tpt2 ´ 4q
“
a

t
`

b

t´ 2
`

c

t` 2
.

b. En déduire la valeur de
ˆ 4

3

4

tpt2 ´ 4q
dt.

Exercice 11 ••◦◦ Calculer les intégrales suivantes :

1.
ˆ π

4

0

cos4 xdx. 2.
ˆ π

2

0

cos2 x sinp3xqdx.

Exercice 12 •◦◦◦ Calculer les intégrales suivantes :

1.
ˆ 1

0

max
␣

et, 2
(

dt. 2.
ˆ 1

0

|3t´ 1|dt. 3.
ˆ n

0

ettu dt, avec n P N.

4.
ˆ 4

0

sin
txuπ

4
dx. 5.

ˆ 2

´1

x|x|dx. 6.
ˆ 5

´2

|x` 1|
|x| ` 1

dx.

Fonction définie par une intégrale

Exercice 13 •◦◦◦

1. Montrer que, pour tout réel x, l’intégrale
ˆ 1

0

etx dt existe.

2. Étudier la monotonie sur R de la fonction f définie par fpxq “

ˆ 1

0

etx dt.

Exercice 14 ••◦◦ Soit f une fonction continue sur R. Calculer

lim
xÑ0

1

x

ˆ x

0

fptqdt et lim
xÑ0

ˆ 1

0

fpxtqdt.

Exercice 15 ••◦◦ Soit G la fonction définie sur R˚
` par

Gpxq “

ˆ x2

x

e´t

t
dt.

1. Justifier la définition et la dérivabilité de G.

2. Calculer G1 et en déduire la monotonie de G.

3. Montrer que lim
`8

G “ 0 et lim
0
G “ ´8.
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Primitives et calcul intégral 3

Exercice 16 ••◦◦ Étudier la dérivabilité et dériver les fonctions suivantes.

1. x ÞÝÑ

ˆ x2

1

e5
?
3 ln t dt. 2. x ÞÝÑ

ˆ x3

x2

dt

1 ` t` t2
. 3. x ÞÝÑ

ˆ 2π

π

cosptxq

t
dt.

Exercice 17 ••◦◦ Soit φ : x ÞÝÑ

ˆ x

1{x

Arctan t

t
dt définie sur R˚.

1. Montrer que φ est impaire.
2. Montrer soigneusement que φ est dérivable sur R˚

` et calculer sa dérivée.
3. Montrer que la fonction ψ : x ÞÝÑ xφ1pxq est constante sur R˚

`.
4. En déduire une expression de φ sur R˚

`, puis sur R˚.

Intégration par parties

Exercice 18 ••◦◦ À l’aide d’une intégration par parties, calculer les
intégrales suivantes.

1.
ˆ 1

0

x ex dx. 2.
ˆ 2

1

x lnx dx. 3.
ˆ e

1

px´ eq lnxdx.

4.
ˆ 1

0

x3 ex
2

dx. 5.
ˆ e

1

plnxq
2
dx. 6.

ˆ 2

0

p2 ´ xq e´x dx.

7.
ˆ 1

´1

x2 ex dx. 8.
ˆ 1

1{2

e1{x

x3
dx. 9.

ˆ 1

0

x3

p1 ` x2q
2 dx.

Exercice 19 ••◦◦ Calculer les intégrales suivantes :

1.
ˆ 1

0

Arctanx dx. 2.
ˆ 1

0

xpArctanxq
2
dx. 3.

ˆ e

1

px lnxq
2
dx.

Exercice 20 ••◦◦ À l’aide d’intégrations par parties, déterminer une
primitive des fonctions suivantes sur un intervalle à préciser.

1. x ÞÝÑ
x3

?
1 ` x2

. 2. x ÞÝÑ cosplnxq. 3. x ÞÝÑ xα lnx, avec α P R.

4. Arcsin. 5. Arctan. 6. x ÞÝÑ x chx.

Exercice 21 ••◦◦ Soit P un polynôme de degré n.
Montrer que x ÞÝÑ P pxq ex admet une primitive de la forme x ÞÝÑ Qpxq ex, avec Q un
polynôme de degré n.

Exercice 22 ••◦◦ Une formule sommatoire pour π

1. Montrer que, pour tout x P s´π{2 , π{2r,
ˆ tan x

0

dt

1 ` t2
“ x.

2. Établir, pour tout n P N,

π

4
“

n
ÿ

k“0

p´1qk

2k ` 1
` p´1qn`1

ˆ 1

0

t2n`2

1 ` t2
dt.

3. En déduire que lim
nÑ`8

n
ÿ

k“0

p´1qk

2k ` 1
“
π

4
, ce que l’on note

`8
ÿ

k“0

p´1qk

2k ` 1
“
π

4
.

Exercice 23 ••◦◦ Intégrales de Wallis Pour tout n P N, on pose

In “

ˆ π
2

0

sinn tdt.

1. a. Calculer I0 et I1.
b. En intégrant par parties, exprimer In en fonction de In´2.
c. En déduire les expressions de I2n et I2n`1 en fonction de n.

2. a. Montrer que la suite pInqnPN est décroissante et que, pour tout n P N˚,

nInIn´1 “
π

2
.

b. En déduire que lim
nÑ`8

In
?
2n “

?
π.

Exercice 24 •••◦

1. Calculer, pour tout pp, qq P N2, Ip,q “

ˆ 1

0

xpp1 ´ xqq dx.

2. En déduire une expression simplifiée de
q
ÿ

k“0

ˆ

q

k

˙

p´1qk

p` k ` 1
, pour tout pp, qq P N2.

Exercice 25 ••◦◦ Lemme de Riemann-Lebesgue Soit f de classe C 1 sur

un segment ra , bs. Montrer que lim
nÑ`8

ˆ b

a

fptq sinpntqdt “ lim
nÑ`8

ˆ b

a

fptq cospntqdt “ 0.
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4 Primitives et calcul intégral

Changement de variable

Exercice 26 ••◦◦ À l’aide d’un changement de variable, calculer les
intégrales suivantes :

1.
ˆ 1

0

dx

ex `1
en posant u “ ex. 2.

ˆ 2

1

dx

x` 2
?
x

en posant u “
?
x.

3.
ˆ 1

0

e
?
x dx en posant u “ e

?
x. 4.

ˆ 1

0

dx
?
1 ` ex

en posant u “
?
1 ` ex.

5.
ˆ 27

8

dx

1 ` 3
?
x

en posant u “ 3
?
x. 6.

ˆ 4

1

1 ´
?
x

1 `
?
x
dx en posant u “

?
x.

Exercice 27 ••◦◦ À l’aide d’un changement de variable, calculer les
intégrales suivantes :

1.
ˆ 1

´1

t2
a

1 ´ t2 dt en posant t “ sin θ. 2.
ˆ 1

0

dt

et `1
en posant x “ et.

3.
ˆ π

6

0

dθ

cos θ
en posant x “ sin θ. 4.

ˆ 2

1
2

ln t

t2 ` 1
dt en posant u “

1

t
.

5.
ˆ 1

0

dt
?
t2 ` t` 1

en posant x “
?
t2 ` t` 1 ´ t.

Exercice 28 ••◦◦ On pose I “

ˆ π
6

0

cos2 t

cosp2tq
et J “

ˆ π
6

0

sin2 t

cosp2tq
.

1. Calculer I ´ J .
2. Calculer I ` J en posant x “ tan t.
3. En déduire I et J .

Exercice 29 ••◦◦ Déterminer, au moyen d’un changement de variable,
une primitive des fonctions suivantes.

1.
1

cos
(en posant t “ sin θ) et

1

sin
(en posant t “ cos θ).

2.
1

ch
et

1

sh
(en posant u “ et). 3. x ÞÝÑ cosp2 lnxq (en posant u “ et).

Exercice 30 •••◦ Primitives par recollement

1. Déterminer les primitives sur R de t ÞÝÑ
1

2 ` cos t
.

2. Calculer
ˆ 2π

0

dt

2 ` cos t
.

On posera u “ tan
t

2
.
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Primitives et calcul intégral 5

Indications
Exercice 11. Il convient de linéariser.

1. cos4 x “
1

8
cosp4xq `

1

2
cosp2xq `

3

8
.

2. cos2 x sinp3xq “
1

4
sinp5xq `

1

2
sinp3xq `

1

4
sinpxq.

Exercice 12. Découper les intégrales à l’aide de la relation de Chasles.

Exercice 21. Récurrence sur le degré de P .

Exercice 22. Pour tout k P N,
1

2k ` 1
“

ˆ 1

0

t2k dt.

Exercice 24. Commencer par montrer que Ip,q “
q

p ` 1
Ip`1,q´1.

Éléments de réponses

Exercice 1. 1. F pxq “
1

2
x4

`
1

x
. 2. F pxq “ 3x ´

1

x
`

5

2x2
. 3. F pxq “ 2

?
x.

4. F pxq “
2

3
x

?
x “

2

3
x3{2. 5. F pxq “ ´

1

x
´ 2

?
x. 6. F pxq “ ´

1

2x2
` 8

?
x.

7. F pxq “ ex. 8. F pxq “
3

2
x2

´2 ex. 9. F pxq “ lnx. 10. F pxq “ ´4 lnp´xq “ ´4 ln|x|.

11. F pxq “
´1

x ´ 1
. 12. F pxq “

´1

3x ´ 2
. 13. F pxq “

1

2
e2x. 14. F pxq “

40

3
e0,3x.

15. F pxq “
1

2
ex

2

. 16. F pxq “
1

6
e3x

2`6x´4. 17. F pxq “
4

3
x3

´
3

2
x2

´ ln|x|.

18. F pxq “
´2
?
x

.

Exercice 2. 1.
2

?
3

3
Arctan

ˆ
?
3p2x ` 1q

3

˙

. 2. 2Arctanx ´
5

2
ln
`

x2
` 1

˘

.

3.
5

?
2

2
Arctan

`?
2px ´ 1q

˘

`
3

4
ln
`

2x2
´ 4x ` 3

˘

.

4. 2Arctan

ˆ

1

2
px ´ 1q

˙

`
1

2
ln
`

x2
´ 2x ` 5

˘

.

Exercice 3. 1.
3

10
peπ `1q. 2. x ÞÝÑ

1

2
pchx sinx ´ shx cosxq sur R.

Exercice 4. 1. ´
1

2
e´x2

sur R. 2. 2
?
lnx sur s1 ,`8r. 3. ´ e1{x sur R˚

` ou R˚
´.

4. lnp|lnx|q sur s1 ,`8r ou s0 , 1r. 5.
?
1 ` x2 sur R. 6.

1

3
plnxq

3 sur R˚
`.

7. ´
1

6
e´3x2

sur R. 8. ´
1

3 ln3 x
sur s0 , 1r ou s1 ,`8r

9.
1

3
ln
∣∣x3

` 1
∣∣ sur s´8 ,´1r ou s´1 ,`8r. 10. ´ ln

`

1 ` cos2 x
˘

sur R.

11. ´x ` tanx sur
‰

´π
2
, π
2

“

` kπ, k P Z. 12. 2
?
tanx sur

‰

0 , π
2

“

` kπ, k P Z
13. 2 lnp1 `

?
xq sur R˚

`. 14. lnpxq lnplnxq ´ lnx sur s1 ,`8r. 15. ee
x

sur R.
16. Arctanplnxq sur R˚

`. 17. 2Arctan
?
x sur R˚

`. 18. 2
?
1 ` lnx sur

‰

e´1 ,`8
“

.

Exercice 8. 1.
59

6
. 2.

1

2
ln 2 ´ ln 3. 3. 6 `

3

2
ln

7

3
. 4. 4 ` 5 ln 5. 5.

1 ´ e2

2
. 6. 1 ` ln 2.

Exercice 9. 1.
1

15
. 2.

7

12
. 3.

pln 2q
2

´ 1

2
. 4. ln

2

3
. 5. ln

4

3
´

1

12
. 6. lnpe`1q. 7. 1.

8. ´ e2 ln 2. 9. 2 ln 3. 10.
1

3
. 11. 6pe´

?
eq. 12. lnpe`1q. 13.

1

2
. 14.

4

3
ln 2´

1

3
ln 7.

15.
135

128
. 16. 2

?
2 ´ 2. 17. e2 ´ e. 18.

1

3

`

2
?
2 ´ 1

˘

. 19.
p´1q

n

n ` 1
. 20.

4n`1
´ 1

3pn ` 1q
.

21.
3n`1

2pn ` 1q
.

Exercice 10. 1.a. a “ ´
1

3
et b “

1

3
. 1.b.

ln 2

3
.

2.a. a “ ´
1

4
et b “ c “

1

8
. 2.b.

3

2
ln 3 ´

1

2
ln 5 ´ ln 2.

Exercice 11. 1.
1

4
`

3π

32
. 2.

7

15
.

Exercice 12. 1. 2 ln 2 ` e´2. 2.
5

6
. 3.

en ´1

e´1
. 4. 1 `

?
2. 5.

7

3
. 6. 5 ´ 2 ln 3 ` 4 ln 2.

Exercice 13. 2. f est strictement croissante sur R.
Exercice 14. fp0q.

Exercice 15. 2. G1
pxq “

2 e´x2

´ e´x

x
et G1 change de signe en

1 `
?
1 ` 4 ln 2

2
.

3. lim
0

G “ ´8 et lim
`8

G “ 0.

Exercice 16. 1. x ÞÝÑ 2x e5
?
6 ln x sur r1 ,`8r. 2. x ÞÝÑ

3x2

1 ` x3 ` x6
´

2x

1 ` x2 ` x4
sur R.

Exercice 17. 1. Procéder au changement de variable u “ ´t.

2. φ1
pxq “

1

x

ˆ

Arctanx ` Arctan
1

x

˙

. 4. φpxq “

#

π
2
lnx si x ą 0

´π
2
lnp´xq si x ă 0.

Exercice 18. 1. 1. 2. 2 ln 2 ´
3

4
. 3.

e2 ´4 e`1

4
. 4.

1

2
. 5. e´2. 6 1 ` e´2. 7 e´5 e´1.

8. e2. 9.
ln 2

2
´

1

4
.

Exercice 19. 1.
π

4
´

ln 2

2
. 2.

π2

16
´

π

4
`

ln 2

2
. 3.

5

27
e3 ´

2

27
.

Exercice 20. 1. x ÞÝÑ
x2

´ 2

3

?
x2 ` 1 sur R. 2. x ÞÝÑ

x

2
pcosplnxq ` sinplnxqq sur R˚

`.

3. x ÞÝÑ
xα`1

α ` 1

ˆ

lnx ´
1

α ` 1

˙

si α ‰ ´1 et x ÞÝÑ
plnxq

2

2
si α “ ´1 sur R˚

`.

4. x ÞÝÑ xArcsinpxq `
?
1 ´ x2 sur s´1 , 1r. 5. x ÞÝÑ xArctanpxq ´

1

2
ln
`

1 ` x2
˘

sur R.
6. x ÞÝÑ x shx ´ chx sur R.

Exercice 23. 1.a I0 “ π
2

et I1 “ 1. 1.b nIn “ pn ´ 1qIn´2.

1.c I2n “
p2nq!

22nn!2
ˆ

π

2
et I2n`1 “

22nn2!

p2n ` 1q!
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6 Primitives et calcul intégral

Exercice 24. 1. et 2.
q
ÿ

k“0

˜

q

k

¸

p´1q
k

p ` k ` 1
“ Ip,q “

p!q!

pp ` q ` 1q!
.

Exercice 26. 1. ln 2´ lnpe`1q`1. 2. 2 ln
ˆ

2 `
?
2

3

˙

. 3. 2. 4. ln

˜

`?
1 ` e ´ 1

˘`?
2 ` 1

˘

`?
1 ` e ` 1

˘`?
2 ´ 1

˘

¸

.

5. 3 ln
4

3
`

9

2
. 6. 1 ` 4 ln

2

3
.

Exercice 27. 1.
π

8
. 2. ln 2 ´ lnpe`1q ` 1. 3.

ln 3

2
. 4. 0. 5. ln

ˆ

2
?
3 ` 3

3

˙

.

Exercice 28. I ´ J “
π

6
et I ` J “

ln
`

7 ` 4
?
3
˘

4
.

Exercice 29. 1. x ÞÝÑ
1

2
ln

ˆ

1 ` sinx

1 ´ sinx

˙

sur
‰

´π
2
, π
2

“

` πZ et x ÞÝÑ
1

2
ln

ˆ

1 ´ cosx

1 ` cosx

˙

sur

s0 , πr ` πZ. 2. x ÞÝÑ 2Arctanpexq sur R et x ÞÝÑ ln

∣∣∣∣ex ´1

ex `1

∣∣∣∣ sur R˚.

3. x ÞÝÑ
x

5
pcosp2 lnxq ` 2 sinp2 lnxqq sur R˚

`.

Exercice 30. 1. La primitive F sur R qui s’annule en 0 est définie, pour tout n P Z, par

F |sp2n´1qπ,p2n`1qπr: t ÞÝÑ
2

?
3
Arctan

ˆ

1
?
3
tan

t

2

˙

`
2nπ
?
3

. 2.
2π
?
3
.
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