7 | Primitives et calcul intégral

Cahier de calcul : fiches 15 & 19. Banque CCINP : &.
Primitives

—— Exercice 1 0000 === Donner une primitive de la fonction f sur l'intervalle I.

1. f(x) =223 — % et I =10, +o0]. 2. f(x) =3+ % - % et [ =]—0,0].
3. f(x):%etlz]o,—l-oo[. 4, f(z)=+/vet I =1]0,+00[.
5. f(x)zé—%etlz]o,ﬂ—oo[. 6. f(x)z%—k%etlz]o,ﬂ—oo[.
7. f(x) =€ et I =R. 8. f(x) =3x—2e"et I =R.
9. f(z)— é ot T =10, +o0]. 10. f(z) - _74 ot T =]—o0,0[.

1 3
11. f(z) = e et [ =]1,40l. 12. f(x)zmctlz]%,+oo[.
13. f(z) =e*® et I = R. 14. f(x) =4e%3% et I = R.
15. f(z) =ze® et I = R. 16. f(z) = (z+ 1) +6o—4 o [ = R.
17. f(a:)zwetl=]—oo,0[. 18. f(z) = x\l/i et I =10, +o0].

— Exercice 2 0000 mmm Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1 1 2 2 —bx 3 3xr+ 2
. L/ Y, L/ . L/ .
22+x+1 1+ 22 202 —4x + 3
r+3
4, x

'_)x2—2x+5'

— Exercice 3 €000 == Calculer, en utilisant ’exponentielle complexe,

1. l’intégrale/ e’ sin(3t) dt;
0

2. une primitive de x — sinzshz.
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= Exercice 4 ecoco ===  Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, une primitive
des fonctions suivantes (on précisera les intervalles maximaux de définition associés) :

1 ? 2 ! 3 e
.r—xe T, L ———, . T .
zvInx x?
1 €T 2
4. z —> . 5. 2 +—0 ——. 6. z— —(1
T e T T T (Inz)
7. re 37 8. x ; 9. x Lz
' ' ' rin*z ) 1+ 23
sin(2x) 1
10. z —0 ———. 11. z —> tan? z. 12. 2900 ————,
1+ cos?2zx cos? z+/tanx
13. z — ! . 14, z —> lnln:z:' 15. 2 +— " +7,
T +4/x x
1 1 1
16. r— —Fs. 17. rhr— —. 18. T —.
r+zln®x vV + vVad zv/1+1nzx

m— Exercice 5 €000 mmmm Soit f € €([0,1],R). Montrer que f posséde une et
1

une seule primitive F sur [0, 1] telle que / F(t)dt = 0.
0

- Exercice 6 ee0o == Une fonction qui n’admet pas de primitive
Montrer que la fonction f définie sur R par

sizx>=0

1
f(x)_{ 1 siz<0,

n’admet pas de primitive sur R.

- Exercice 7 eeco == Primitive d’une fonction non continue
Montrer que la fonction F' définie sur R par

1
Flz) = x? sin; sizx#0
0 siz =0,

est la primitive sur R d’une fonction non continue.
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Calculs d'intégrales = Exercice 11 000 = Calculer les intégrales suivantes :
T P
— Exercice 8 0000 mm—m Calculer les intégrales suivantes. 1. /0 cos” zdz. 2. /0 cos” sin(3x) da.
3 2 3
1./(t2+t+1)dt. / ﬁdt 3./<2$+1+2 3>dx.
2 3T 0 Tt ——  Exercice 12 €000 mmmm Calculer les intégrales suivantes :
Inb —2
4, / (5 +4e* — eh) dz. 5. / e du. 6. / Y du. 1 1 n
0 1 —3 u+tl 1. / max{e’, 2} dt. 2. / |3t — 1] dt. 3. / ell dt, avec n e N.
0 0
4 2 5
. |x|m z+1
= Exercice 9 €000 mm— Calculer les intégrales suivantes, ou n € N. 4. / sin 2] dz. 5. / z|z|d. 6. / | |
0 4 ~1 2 || + 1
2 1
1 14 1
1./ — . da. 2./ —— _da. 3. / =2 da.
1 (2 +1) 2 (4—x)
e 4. Lot 41 Fonction définie par une intégrale
4. / . 5 / > dzx. 6. dx.
o3 Tlnzx 3 0 ¥+
7 / 8. ! o7 + ) de. 9 V3 4 Az = Exercice 13 €000 ==
o VI+4dx 5 ) %x2+1 ’

1
1. Montrer que, pour tout réel x, I'intégrale / e dt existe.
0

(Inz)? e
10. dex. 11. 3e 27 dx. 12. 1
1 z 0 e 2. Etudier la monotonie sur R de la fonction f définie par f(x) = / et dt.
4 2 2 z? ’
13. / 5 14. / —dw. 15. / (x—1) ( -+ 3) dz.
e z(Inz) 11—z 12 2

16. /e2 dx . 17. /1 el/: d. 18. /1 xmdm. = Exercice 14 €000 mmmm Soit f une fonction continue sur R. Calculer
e Inx 12 T 1
4 2 2, lim — / JiG) et lim [ f(xt)dt
19. / (3 —2)" da. 20. / 3z — 2)" dx. 21. / xz(z® —1)" da. =0 % =0/
3 1 1
= Exercice 10 €000 mmmm ——  Exercice 15 0000 mmmm Soit G la fonction définie sur R* par
1 b
1. a. Déterminer deux réels a et b tels que D) = tj— 1 + eyt Gl - /mz i N
5 .t
b. En déduire la valeur de / L
5 (t+1)(t=-2) 1. Justifier la définition et la dérivabilité de G.
2. a. Déterminer trois réels a, b et c tels que m = % + % + ; j 5 2. Calculer G’ et en déduire la monotonie de G.
4 4 3. Montrer que imG =0 et imG = —o0
b. En déduire la valeur de / ———dt. e 0
3 L(t*—4)
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——  Exercice 16 eeco ===  FEtudier la dérivabilité et dériver les fonctions suivantes.

z? z3 27
1. zr—>/ edVvint gz 2. xr—>/ L 3. zr—>/ cos(tz) dt.
1 2 1+t+12 . t

Arctan t

—— Exercice 17 0000 == Soit ¢ : x —> / dt définie sur R*.
1/z

Montrer que ¢ est impaire.
Montrer soigneusement que ¢ est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Montrer que la fonction ¢ : @ — z¢’(z) est constante sur R .

H W N =

En déduire une expression de ¢ sur R, puis sur R*.

Intégration par parties

A Taide d’une intégration par parties, calculer les

2
2. / rlnzdz.
1
1 R e
4., / z3e” du. 5./(1nx)2dx.
0 1

1 1 1/z
7. / 22 e dz. 8. / ¢ 5 dz.
-1 12 &

-  Exercice 19 0000

—— Exercice 18 ee00 =
intégrales suivantes.

1
1. / re” dx.
0

—e)Inzdz.

3. / x

6. / (2—xz)e "d

9. / ————dz.
o (14 22)

Calculer les intégrales suivantes :

3. / (zInz)’ dz
1

= Exercice 20 €000 mm— A T'aide d’intégrations par parties, déterminer une
primitive des fonctions suivantes sur un intervalle & préciser.

1 1
1. / Arctan z dz. 2. / z(Arctan z)® da.
0 0

IS

V1+aZ
4, Arcsin.

1.z — 2. > cos(lnx). 3. z— z%Inz, avec a € R.

5. Arctan. 6. r — zchx.
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= Exercice 21 €000 mmmm Soit P un polynéme de degré n.
Montrer que x —> P(z)e® admet une primitive de la forme x — Q(x) €%,
polyndéme de degré n.

avec (Q un

=  Exercice 22 ee00 === Une formule sommatoire pour 7
dt
1+ ¢2

tan x
1. Montrer que, pour tout z € |—7/2,7/2], / = .
0

2. Etablir, pour tout n € N,

T n (_1)k 1 $2n+2
- = —1)ntt dt.
1= 2ot Y /0 112

k=0

n _1k +00 1k
Z( ) :Ecequel’onnotez( ) *E.

3. En dédui li
n déduire que lim 202k+1 7 Sy 1

n——+0oo
k

— Exercice 23 eeco = Intégrales de Wallis Pour tout n € N, on pose

™

Z
Inz/ sin™ t dt.
0

1. a. Calculer Ij et I7.
b. En intégrant par parties, exprimer I, en fonction de I,,_5.
c. En déduire les expressions de Iy, et Is,,1 en fonction de n.
2. a. Montrer que la suite (I,), .y est décroissante et que, pour tout n € N*,
T
nlpl,_1 = 5

b. En déduire que lirf I,V2n = /7.
n——+0o0

-  Exercice 24 0000 =

1
1. Calculer, pour tout (p,q) e N>, I,, = / 2P(1 —x)?dx.
0

q )k
2. En déduire une expression simplifiée de , pour tout e N2
p p ;€20<>p+k+1p (P, q)

= Exercice 25 o000 === Lemme de Riemann-Lebesgue Soit f de classe €' sur

b
un segment [a, b]. Montrer que hrfoo/ f(t)sin(nt) dt = 1iTw/ f(t) cos(nt) dt = 0.
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Changement de variable

= Exercice 26 0000 A laide d’un changement de variable, calculer les
intégrales suivantes :

1 2
dz dzx
1. en posant u = e%. 2. —————  en posant u = /.

/0 e” +1 P /; T+ 2y P Ve
1

3. / eV®dz en posant u = eV, en posant u = /1 + e*.

4 / dz
) \/1 +e?
27
5. / 1+\/, en posant u = /. 6. / 1+\f en posant u = 4/.

m—  Exercice 27 0000 mmmm A laide d’un changement de variable, calculer les
intégrales suivantes :

1 1
dt
1. / t24/1 — t2dt en posant t = sinf. 2. / |
—1 0 €

en posant T = el.

5 de > Int 1
3. / en posant z = sin 6. 4. / 2L dt en posant u = —.
o cosf Lt +1 t

1
dt
5./ ————— enposant x = VtZ+t+1—t.
o VErtrl P

jus 2 jus -2
6 cos“t 6 sin“t
= Exercice 28 €000 mmm On pose I =/ et J = / .
0 0

1. Calculer I — J.
2. Calculer I + J en posant x = tant.
3. En déduire I et J.

— Exercice 29 000 = Déterminer, au moyen d’un changement de variable,
une primitive des fonctions suivantes.

1 1
1. — (en posant t = sinf) et — (en posant t = cosf).
cos sin

1 1
2. —et T (en posant u = e'). 3. z+— cos(2Inz) (en posant u = e?).
c s
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- Exercice 30 ee00 === Primitives par recollement

1. Déterminer les primitives sur R de ¢t —

27
2. Calculer / dt
0

2+ cost’

t
On posera u = tan 5
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Indications

Exercice 11. Il convient de linéariser.

3
1. cos* =.
cos 3 3

2. cos? zsin(3z) = isin(Sm) + %sin(i&x)

x = %cos(élx) + 1 cos(2z) +
+ i sin(x).

Exercice 12. Découper les intégrales a 1’aide de la relation de Chasles.
Exercice 21. Récurrence sur le degré de P.

1
Exercice 22. Pour tout k € N, 1 / t2* de.
%+ 1 ),

Exercice 24. Commencer par montrer que I 4 = %Ipﬂ,qfl-
p
Eléments de réponses
Exercice 1. 1. F(z) = %x4 + % 2. F(z) =3z — l + % 3. F(z) = 24/z.

4. F(z) = gz 7= %;53/2. 5. F(z) = —5 _ zﬁ. 6. F(z) = —% +8E.

7.F(z) = ¢*. 8. F(z) = gm%zeﬂﬁ 9. F(z) = Inz. 10. F(z) = —4In(—z) = —41nz].
11. F(z) — % 12. F(z) = 33:2. 13. F(z) — %e%. 14. F(z) = 20 30,
15. F(z) = %eIQ. 16. F(z) = %eb‘zz%H. Fle) = 5a° = Sa* ~ Infal.
18. F(z) = \_/%
Exercice 2. 1. ¥ Arctan(@). 2. 2 Arctanzx — gln(:ﬂ2 + 1).
3. 5‘—F Arctan(v2(z — 1)) + % In(22% — 4z + 3).

4. 2Arctan(%(m - 1)) + %ln(gc2 — 2z +5).

. 1
Exercice 3. 1. 1—30(67r +1). 2. z —> Q(Chmsinx —shzcosz) sur R.
. 1
Exercice 4. 1. —3 e sur R. 2.2vInz sur 11, 4. 3. —e'" sur R* ou R¥.
1
4. In(|lnz|) sur ]1,+oo[ ou J0,1[. 5.+/1+ 22 sur R. 6. g(lngr)3 sur R%.

1
———5—sur J0,1[ ou

11, +oof
In° z

7. —%e_sxz sur R. 8. —

9. %ln}f + 1} sur ]—o0, —1[ ou ]—1,+0oo[. 10. —In(1 + cos®z) sur R.
2,2[+k7r keZ. 12.2\/tanxsur]0,g[+kﬂ,kez
13. 2In(1 + /) sur R*. 14. In(z)In(lnz) — Inz sur ]1,4+oo[. 15. ¢ sur R.

16. Arctan(lnz) sur R¥. 17. 2 Arctan/z sur R¥. 18. 21 +Inz sur |e™", +oo].

11. —x + tanx sur ]
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a2
Exercice 8. 1. % 2.%1n271n3. 3.6+%lng. 4.4+5m5 5 =% 6.1+m2
: 1 7 (In2)* -1 2 1
EXerClCe 9. 1. B 2 ﬁ 3. f 4. lng 5 l g*ﬁ 6- ln(e+1) 7. 1.
8. —c’In2. 9.2In3. 10.%. 11. 6(e —+/e). 12.In(e+1). 13.%. 14.§ln2—éln7.
35 1 (-n" 4ntt 1
15. 3% 16.2v3-2. 17.¢%—e. 18. S(2v2-1). 1 20. ———.
5 o5 16-2V2 o e 18 5(2v2-1). 19 T 0 St
3n+1
21, ——.
2(n+1)
. 1 1 In2
Exercice 10. 1.a.a_fg etb_g. ;b Tl
1 1
2.a.a——Zetb—c—§. 2.b.§1n3—§1n5—ln2.
1 3
Exercice 11. 1. 7+3—2 2. ﬁ
Exercice 12. 1. 2In2 +e—2. 2. 6' 3. ¢ ’11. 4.1++/2. 5. g 6.5—2In3+4In2.
e

Exercice 13. 2. f est strictement croissante sur R.
Exercice 14. f(0).

2

. 2¢7% —e™ " V1+4In2
Exercice 15. 2. G'(z) = 28 7% ot G’ change de signe en %
3.limG = —w et im G = 0.
0 +o0
. 5vV6Ina 322 2x
Exercice 16. 1. z — 2ze sur [1,4o0]. 2.z —> — sur R.
1+9[;3+J36 1+ 22424
Exercice 17. 1. Procéder au changement de variable u = —t.
-1 siz>0
2. ¢ (z) = 1 (Arctanx + Arctan l) 2 ! )
T x 7% - siz <O0.
Exercice 18. 1. 1. 2.2In2— % 3. e_%feﬂ. % .e—2. 61+e 2 Te—5e l
In2 1
8.¢%. 9. —— — .
¢ 2 4
In2 2 7 1In2 5 2
E 19.1. 222 2L T B2 3 2=
xercice 19. 1 5 6 1 + 5 3 5 ¢ ~ 3%

2 J—
Exercice 20. 1.z —> = 2

T .
Vaz+1lsur R, 2.z +— E(cos(lnw) + sin(lnz)) sur R¥.

a+1 2
3. 2+— r lnacfL sia#—1 et z+—— (In.z)
a+1 a+1 2

si @ = —1 sur R¥.

4. x —> z Arcsin(z) + v/1 — 22 sur |-1,1[. 5. z —> z Arctan(z) — %ln(l + %) sur R.
6. x —> xshx — chx sur R.

Exercice 23. lalp=% et 1 =1. Lbnl,=(n—1)I, 2

2n)! = 22mp2|

x T et Iygy =
22np2 g LT T

1.c [Qn =
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_ A —1)* plq!
E 24. 1. et 2. 4 (7 =lpg=7"—"""+
xercice et ,;0 (k) p+k+1 P (p+qg+1)!

- 2+\/§ (m—l)(ﬁ+1)
Exercice 26. 1.In2—In(e+1)+1. 2.21n( 3 ) 3.2. 4.1n<(m4_1)(\/§_1)>-

4 9 2
. -+ —. .1+4In—.
531r13-i—2 6.1+ ln3

Exercice 27. 1. 7. 2.2 In(e+1) +1. 3. 52 4.0. 5. 1n(2\/§;)7+3),

. In(7 + 4v/3
Exercice 28. I—J=%etI+J=n(f\f).
. 1 1+sinz 1 1—coszx
E 2 B 1. > 71 PEre— -z z Z > 71 P EE—
xercice 29 T 5 n(l—sinm) sur] 5 2[—l—Tr et x 3 n(1+cosm> sur
10, 7[ + 7Z. 2.z — 2Arctan(e®) sr R et z+—1In 2” ;1 sur R*.

3.z+—> %(COS(? Inz) + 2sin(2lnx)) sur R%.
Exercice 30. 1. La primitive F sur R qui s’annule en 0 est définie, pour tout n € Z, par
2 1 t 2nm 2
F|](2n,1)ﬂ.,(2n+1)ﬂ[: t —> — Arctan| —=tan = | + —. 2. —.

V3 V3 2] V3 V3
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