6 | Nombres complexes

Cahier de calcul : fiches 12 a 14. Banque CCINP : exercices 32 et 33.

Ecriture algébrique

— Exercice 1 @000 === & Sachant ;> = —1, simplifier les expressions suivantes.

1. 3. 2. it 3. 5. 4. 4, 5. 100, 6. il 7. 073,

— Exercice 2 0000 = @
Déterminer I’écriture algébrique de chacun des nombres complexes ci-dessous.

1.2 =32—49) +i(3+2). 2. 20 =(5+2i)(1—1i). 3. 23 = —5i(5 — 44) — 3.
4, z = (5+ 2i)2. 5. 25 = (2—4)2 —2(1+3i)% 6. 26 = (5+ 2i)(5 — 20).
1+74 1 -2+

7.27— . . 8.2’8—172,. 9.2’9— 2+Z..

= Exercice 3 0000 mmmm &
Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de chacun des complexes suivants.

V3—i

1. (2+4)2 2. L
( ) 1++/3x1

Conjugué et module

= Exercice 4 0000 === @
Donner I'écriture algébrique du conjugué de chacun des nombres complexes suivants.

3. i(1+2) 4 . 5 2

2. 2 3. .
! : 2

1. 1+

6. (1—i)(1+1).
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= Exercice 5 0000 mmm O
Déterminer le module des nombres complexes suivants.

1. 1-2i. 2. —5i.

1+ i3 3—iv3

3. (3-20)(2 +4). = 6. " o

4. —i(1—2i). 5.

= Exercice 6 €000 === @
Déterminer la forme algébrique, le conjugué et le module du nombre complexe

(2 —1)(5+ 29)
3—4: '

— Exercice 7 0000 mmm

1 I+d)z — it =241
Tl 2+d)z + 20t = 20

Résoudre dans C2 les systémes suivants.

2 { (B—1)z + (244i)t = 3+4i
"l (5-Ti)z — (2—3i)t = 5+8i

= Exercice 8 €000 === Formule du parallélogramme
Montrer que, pour tous z, 2’ € C,

|z+z'|2 + |z - z’|2 = 2(|z|2 + |z’|2).

Pourquoi cette relation est-elle nommeée formule du parallélogramme ?

3z —1

= Exercice 9 eeco === O Pour z € C\{3i}, on pose f(z) =

z—3i
1. Déterminer les complexes z tels que f(z) € R.
2. Déterminer les complexes z tels que |f(z)] = 1.

3. Montrer que f réalise une bijection de C\{3i} sur une partie de C a déterminer et
expliciter sa réciproque.

= Exercice 10 ecoo === [  Soit 2 € C tel que |z| # 1. Montrer que
1 — zntl

1—=2

1— ‘Z|TL+1

1—|z]

Vn e N, ‘

— Exercice 11 0000 = @
1. Déterminer une factorisation de a? 4+ b? dans C, pour tous a,b € C.

2. Soit m,n € N. Montrer que si m et n sont chacun la somme de deux carrés d’entiers,
leur produit mn ’est aussi.
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Eq uations = Exercice 16 o000 === (@ Déterminer tous les entiers n pour lesquels.
1. (1+i)"eR. 2. (V3+i)"eiR.
— Exercice 12 o000 = @ Résoudre dans C les équations suivantes.
z—5
. a. iz = 0. . iz = 1. . =1 . . = 1. 1

1a 3z4iz=0 b. 22z =i ¢ z+2=i(z+1) d c—i = Exercice 17 o000 === O  Simplifier Re(1>7 pour tout z € U\{1}.

2. (iz+1)(z+3i)(z — 1+ 4i) = 0. — e

3.a. 22-324+44=0. b. 22—-42+4=0. ¢ 22+ (4—-3i)z=2+8i.

- . _ 20
d. 22+3=0. e 322 +32+2=0. f. 62+ (21— 14i)z + 5 37i = 0. = Exercice 18 eeco == & Soit € R, on pose z = &,
Déterminer une forme trigonométrique de 1 + z + 22.

4. a. z* +322+2=0. b. z* —3222 - 144 = 0.
5. Résoudre dans C? les systémes suivants d’inconnues (z, 2'). — Exercice 10 ee00 === &  Soit a,b,c € U. Montrer que
2z + 2 = 2i b zz' =5 c zz' = —bi la + b+ ¢| = |ab+ be + cal.
a. 3y — i — 1. Tl 2+ =2 "l z+2=3i-3.

— i — (VM i
6. Résoudre dans C les équations suivantes. Exercice 20 esoo & Soit we C\U.

Zt+w s . .
Montrer que z — — 1 est une bijection de U sur U et déterminer sa réciproque.
Wz

8
I
—

Il
.N.

a. 2z =i—1. b. (2z+i—1)(iz+i—2) =0. c.

|
+
—

— Exercice 21 0000 =
= Exercice 13 0000 == @ Trouver les complexes p et ¢ tels que ’équation 1. Linéariser les expressions suivantes.

2 . ; .
z* + pz + q¢ = 0 admette pour solutions 1 + 27 et 3 — 5i. ) )
a. sinz cos?(2z). b. sin®(2x) cos(3z).

2. Calculer les intégrales suivantes.
= Exercice 14 €000 === @ On considére dans C Péquation (€)) : 2% —3z+4 = A

dépendant du parameétre A € R. Pour quelles valeurs de A ’équation (€, ) admet-elle deux a. /2 cos® zsin(3z) d. b. /2 sin z cos? z dz.
solutions distinctes conjuguées ? 0 0

—  Exercice 22 000 mmm
Exponentielle complexe et forme trigonométrique 1. Déterminer les racines carrées de i + v/3 sous formes algebrique et trigonométrique,

2. En déduire la valeur de COS(%).
= Exercice 15 €000 mm= &

1. Déterminer une forme trigonométrique des nombres suivants.
142 — Exercice 23 0000 =

: : - /2\19
a. 1-v2. b. —5i. c. 21 d. (=3+iv/3)"Y. € 3T 1. Pour tout x € R, exprimer cos(5x) en fonction de cosz.

2. En déduire une expression explicite de

2. Déterminer la forme algébrique de (1 + zx/g) 1000, . - -
a. cos® — b. cos —. C. sin —.

3. Déterminer une forme trigonométrique de 1 + ¥, ot 6 € [0, 27]. 10° 5 5
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= Exercice 24 0000 mm=

1. a. Résoudre I'équation 2% + 23 + 22 + 2 + 1 = 0, d’inconnue z € C.

1
b. Soit z une solution de cette équation. On pose z = z + —. Montrer que x est
z

solution d’une équation simple, puis la résoudre.

2
2. En déduire une expression explicite de cos %

= Exercice 25 000 === & Soit neN.

Exprimer sous la forme d’un polynoéme en cos x.

= Exercice 26 0000 == '  Simplifier, pour tous z,y € R et n € N,

3. kZ; (Z) cos(kz).

2. Z cos(kz + y).
k=0

1. Z sin(kx).
k=0

= Exercice 27 eeco === (¥ Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C.

1. e* =1+1. 2. ¢ = -5 —12i. 3. ef+e ?=1.

Racines nss

— Exercice 28 €000 == &
1. Déterminer les racines carrées des complexes suivants.
a. 3 — 4. b. —15 + 8i. c. 7— 24i. d. 9+ 40:.

2. Calculer les racines quatriémes de —119 + 120:.

e. 48 — 2i.

= Exercice 29 0000 === @

1. 28 -32+2=0. 2. 28 —2cosp2®+1=0, avec p e R.

= Exercice 30 0000 === &
Résoudre les équations suivantes d’inconnues z € C, ou n € N*,

1. (2 +2)% = 3i. 2. (z—-1D*=4+4. 3. 2" +1=0. 4, 2"

Il
l

= Exercice 31 0600 mm= & A-t-on U = U U, ?

n=1
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Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C.

= Exercice 32 eeco === Banque d’exercices CCINP 2025 (84)

1. Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande
ni interprétation géométrique, ni la démonstration de l’existence d’un tel nombre).

2. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation 2" = 1 et
préciser leur nombre.

3. En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de I'équation (z + )" = (z — )" et
démontrer que ce sont des nombres réels.

= Exercice 33 eeco == Banque d’exercices CCINP 2025 (89)
Soit n € N tel que n > 2. On pose z = e*7/™,

1. On suppose que k € [1,n — 1]. Déterminer alors le module et un argument du
complexe z¥ — 1.

n—1
2
2. On pose S = Z |zk — 1|. Montrer que S = —
fror tan 5 -

— Exercice 34 ee00 === @ Pour tout n € N*, simplifier les expressions suivantes.

1. Z w. 2. n w. 3. 2 (I+w)™. 4. Z lw —1].

wel, wel, wel,, wel,

—1+iv3
—s
1. Calculer (1 + 5)" et (1 + j2)n suivant les valeurs de n.

2. Pour z complexe quelconque, comparer

= Exercice 35 e€00 === On pose j =

(z+1)(z+j)(z+j2) et (1+z)(1+jz)(1+j22).

3. Soit a, b et ¢ des complexes quelconques.
a. Calculer (a + b)(aj + bj?) (aj? + bj).
b. En déduire une factorisation de (a, +bj + cj2) + (a + bj% + cj)g.

4. Soit a, b et ¢ des complexes quelconques, on pose x = a+b+c, y = a + bj + cj? et
z = a4+ bj% + ¢j. Calculer 23 + 3 + 23

= Exercice 36 000 == Q@&

n

1. Calculer Z <Z) , ;0 (Z)jk ot I;O (Z) (jQ)k, ol j = e2i/3,

k=0

[n/3]
2. En déduire une expression de Z (n )
= 3k
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Application a la géométrie

= Exercice 37 cooo === [ Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble
des points M dont Daffixe z vérifie 1’égalité proposée.

1. |z| =3. 2. Re(z) = —2. 3. Im(z) = 1.

— Exercice 38 000 === O Onnote A, B et C les trois points d’affixes respectives
a=1+14,b=—ietc=—1+ 2i. Que peut-on dire du triangle ABC'?

—— Exercice 39 ecoo === & A quelle condition nécessaire et suffisante sur z

1. z et 22 sont-ils les affixes de deux vecteurs

a. colinéaires 7 b. orthogonaux?

1, z et 22 sont-ils les affixes de trois points alignés ?

z et Z sont-ils les affixes de deux vecteurs orthogonaux ?
1 . . .

z, — et z — 1 sont-ils les affixes de points situés sur un méme cercle de centre O ?
z

z, 2% et 2% sont-ils les affixes des sommets d’un triangle rectangle en z ?

oo Rk wbh

z et ses deux racines carrées forment-ils un triangle rectangle en z ?

= Exercice 40 0000 === O  On note A le point d’affixe 1 et B le point d’affixe
5. Déterminer le lieu des points M pour lesquels

1. MA= MB. 2. MB = MA+2.

= Exercice 41 €000 ===

1. Caractériser géométriquement la similitude z — 2(1 + ¢)z — 7 — 44.
™
2. Déterminer I'expression de la rotation de centre 1 + i et d’angle de mesure 1

T
3. On note r la rotation de centre 1 et d’angle de mesure 5 et s la symétrie centrale

de centre 3 + ¢. Caractériser géométriquement s o r.

™
4. On note r la rotation de centre 2 + ¢ et d’angle de mesure 3 et r’ la rotation de

T
centre 3 — 2¢ et d’angle de mesure —3 Caractériser géométriquement 7’ o r.
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= Exercice 42 €000 = o
On consideére application f qui & un point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe e*.
Déterminer I'image des droites d’équations x = a et y = b par f.

= Exercice 43 ecoo === Dans le plan complexe, démontrer que les points d’affixes
a, b et c sont alignés si et seulement si

ab + bé + ca = ba + cb + ac.

=  Exercice 44 @000 === O Soit a, b, c et d quatre nombres complexes vérifiant
a+c=b+d et a+ib=c+1id

Quelle figure forme leur image dans le plan 7

—— Exercice 45 €000 ==
Vérifier qu’une condition nécessaire et suffisante pour que les points d’affixes a, b et ¢
dans le plan complexe soient les sommets d’un triangle équilatéral est

a’>+ b2 +c?—ab—be—ca=0.

= Exercice 46 0000 === O Interpréter géométriquement la relation
e +e' +e* =0,

ou z, y et z sont des réels.
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Indications

Exercice 36. 2. Un découpage des sommes de la question 1 selon la classe de congruence
modulo 3 de l'indice k permet de les exprimer comme des combinaisons linéaires des trois

sommes Suivantes :
(n—1)/3 (n—2)/3
LZJ(/;LJ et lEl(kn2>'
& 3k + & \Bk+

= 3k
Elements de réponses

Exercice 1. Le résultat dépend du reste de I’exposant dans la division euclidienne par 4.
1. - 2.1. 3.4 4.-1. 5.1. 6.—i. 7.4

Exercice 2. z; = 4. 2z = 3i. 23 =3—204— 28, 24 =21 4+20i. 25 =19 —16i. z¢ = 29.

zr=1—1 z—lﬂ—lz_' 29 = —— + =1t

T BT 9T T 5T Y

. . 1 7. .
Exercice 3. 1.3 +4i. 2. -5 ot 3. —i.

. . . . . 4 2.
Exercice 4. 1.1 —4. 2. -3—-2¢. 3. -2—4. 4.4. b. B~ gz. 6. 2.

Exercice 5. 1. /5. 2.5. 3.4/65. 4.4/5. 5. % 6. /3.

Exercice 6. z = g + gi, zZ= g - 2@ et |2 = %
Exercice 7. 1. (z,t) = (53¢, =% EH) . 2. (2,t) = (4, 1).
Exercice 9. 1.iR\{3i}. 2.2€U. 3. f'(z) = S;Z__;,

Exercice 10. Combiner la formule donnant la somme d’une progression géométrique et 1'in-
égalité triangulaire.

"2 "2 ", 1" 1N " l)2

Exercice 11. Sim = m”+m" et n = n>+n"?, alorsmn = (m'n’ —m'n )2+(mn +m’n

Exercice 12. L.a. {0}. 1.b.{%(2+i)}. lc. {%(3“)}. Ld. {3+ 3i}.

2. {i,—3i,1 —4i}. 3.a. {3 J—r;\ﬁ}. 3.b. {2}. 3.c. {2i,—4+i}. 3.c. {#+iv3}.
3.d. {—3%@\/@} 3.f. {2297 412_ 1}. 4.a. {+i,+iv2}. 4.b. {£6,+2i}.

5.a. {(—1,4i)}. 5.b. {(142i,1—2d), (1 — 2,1+ 24)}.
5.c. {(=2+i,—1+2i), (=1 +2i,—2 +14)}.

6.a. {*12”}. 6.b. {71 — 2i, 1;’} 6.c. {—i}.

Exercice 13. p= —(1+2i+3—5i) = -4+ 3i et ¢ = (1 + 2i)(3 — 5i) = 13 + 1.

Exercice 14. \ < Z
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Exercice 15. La. (vV2—1)e™. 1. 5e7'2. l.c. yHe "Artan(/2) 14, (2\/3)19 e 1%,
. 2cosgei% si0<f<m
L i(r+Arctan(2/11)) 5999 _ 5999 /o )
Le. N L2, 299999993 3, _2cosgez(g+ﬁ) sim<0<2n
impossible sif=m.
Exercice 16. 1. n€4Z. 2.ne 3+ 6Z.
Exercice 17. Re(i> = l.
1—2 2
Exercice 18. 1+e% +¢20 — ¥ (1 + e 4 efw) = (1+2cosf)e”, il reste alors a gérer le signe
de 1+ 2cosé.
Exercice 19. Passer au carré des modules et utiliser 2z = 1, pour z € U.
Exercice 20. La réciproque est z — £
1 —-wz
. 1 . 1. 1 .
Exercice 21. 1.a. i sin(bx) — 1 sin(3z) + 3 sin(x).
1.b. fé sin(9z) + gsin(&'c) - ésin(?)m) - gsin(:r). 2.a. 15—2 2.b. %
. ; 2 2— 2
Exercice 22. 1. £4/2¢7/12 = i\/ + V3 + z\/ \/5 2. cos(l) = ;\/g
2 2 12 2
Exercice 23. 1. cos(5z) = 16 cos® x — 20 cos® = + 5cos .
2. 2TV o LHVE 5 VI0-2V5
8 4 4
; 2°—1
Exercice 24. 1l.a. L’équation équivaut a T = 0 et l’ensemble des solutions est
”—
im in -1+
{ % et % } 1.b. z est solution de X%+ X —1 = 0, dont les solutions sont 1%\/5
2. V-1
4
[n/2] n ) » )
Exercice 25. X —1) X" P
,;0 2p+1 ( )
0 sixe2nZ
Exercice 26. 1. sin(%)
sin(%’ ) ————-<—  sinon.
sin(%)
(n+1)cosy si x € 277 -
sin( 2L g ”( 7) -
cos(%x + y)(iz) sinon. 3. 2% cos 2 €08 2
sin §
. In2 7w ) . . 12 . T .
Exercice 27. 1. - + i + 2i7Z. 2.1n13 + i + i Arctan 5 + 2i7Z. 3. izg + 2inZ.

Exercice 28. l.a. £(2 —4). Lb. £(1+44). l.c. £(4—3¢). 1.d. £(5 + 4q).
2. +(3 + 2i) et +(2 — 3d).

Exercice 29. 1. {+1,+i, £v/2, +iv2}. 2. {exp(i@) ' ke [[0,21]}.
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Exercice 30. 1. {\S/gexp(m) -2 ' ke [[0,2]]}.

2.{2wgexp(éﬁg%%t}l> j]'ke[O,Sﬂ}. 3.{exp(?fE¥%fjl) ‘kego,n—-m}.
1 oo fou(0) [wetoo] s

. ; 0
Non. Précisément, e’ € U U, < —€Q.
T

n=1
Exercice 31. Non.
Exercice 34. 1. {

. s
1 sin=1 COoS 5~

0 sinon

2.(-1)""* 3.2n. 4.2 —32n,
sin 7~

Exercice 36. 1. 2", (1+7)" et (1+;°)". 2. (2" +2cos %").

Exercice 37. 1. Cercle de centre O et de rayon 3. 2. Droite d’équation z = —2.
3. Droite d’équation y = 1.

Exercice 38. Triangle isocéle et rectangle en A.

Exercice 39. l.a. zeR. 1b.zeiR. 2.z€R. 3.z=ret™* avec r e R*. 4. e*"™/3,
5.z=0o0uz=1o0uRe(z)=-1. 6.2zcUu{0}.

Exercice 40. 1. Droite d’équation z = 3. 2. Cercle de centre (—3,0) et de rayon 4+/2.

Exercice 41. 1. Similitude de centre 3 — 24, de rapport 24/2 et d’angle %

2. 2 —> lkizﬂ—l—ki(l—\/ﬁ).

3. sor:z+— —iz+ 5+ 3i est la rotation de centre 4 — i et d’angle —g.

! +23\/§ + \/327 3i est la translation de vecteur ! +23\/§ + \@27 31'.
Exercice 42. Cercle de centre O et de rayon e*. Demi-droite d’origine O et formant un angle
b avec ’axe des abscisses.

4. r' or:z—> 2+

Exercice 44. ABCD est un losange.

Exercice 46. Sommets d’un triangle équilateral inscrit dans le cercle unité.
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