
6 Nombres complexes

Cahier de calcul : fiches 12 à 14. Banque CCINP : exercices 31 et 32.

Écriture algébrique

Exercice 1 •◦◦◦ Sachant i2 “ ´1, simplifier les expressions suivantes :

1. i3. 2. i4. 3. i5. 4. i14. 5. i100. 6. i´1. 7. i´3.

Exercice 2 ◦◦◦◦ Déterminer l’écriture algébrique de chacun des nombres
complexes ci-dessous :

1. z1 “ 3p2 ´ iq ` ip3 ` 2iq. 2. z2 “ p5 ` 2iqp1 ´ iq. 3. z3 “ ´5ip5 ´ 4iq ´ 3i.
4. z4 “ p5 ` 2iq2. 5. z5 “ p2 ´ iq2 ´ 2p1 ` 3iq2. 6. z6 “ p5 ` 2iqp5 ´ 2iq.

7. z7 “
1 ` i

i
. 8. z8 “

1

1 ´ i
. 9. z9 “

´2 ` i

2 ` i
.

Exercice 3 ◦◦◦◦ Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
chacun des complexes suivants :

1. p2 ` iq2. 2.
3 ´ 4i

1 ` i
. 3.

?
3 ´ i

1 `
?
3 ˆ i

.

Conjugué et module

Exercice 4 ◦◦◦◦ Donner l’écriture algébrique du conjugué de chacun
des nombres complexes suivants :

1. 1 ` i. 2. 2i ´ 3. 3. ip1 ` 2iq. 4.
1

i
. 5.

2

2 ´ i
. 6. p1 ´ iqp1 ` iq.

Exercice 5 ◦◦◦◦ Déterminer le module des nombres complexes suivants :

1. 1 ´ 2i. 2. ´5i. 3. p3 ´ 2iqp2 ` iq. 4. ´ip1 ´ 2iq. 5.
1 ` i

?
3

3i
. 6.

3 ´ i
?
3

´
?
3 ` i

.

Exercice 6 •◦◦◦ Déterminer la forme algébrique, le conjugué et le
module du nombre complexe :

p2 ´ iqp5 ` 2iq

3 ´ 4i
.

Exercice 7 ••◦◦ Résoudre dans C les systèmes suivants :

1.

#

p1 ` iqz ´ it “ 2 ` i

p2 ` iqz ` p2 ´ iqt “ 2i
2.

"

p3 ´ iqz ` p2 ` iqt “ 3 ` 4i
p5 ´ 7iqz ´ p2 ´ 3iqt “ 5 ` 8i

Exercice 8 •◦◦◦ Formule du parallélogramme
Montrer que, pour tous z, z1 P C,∣∣z ` z1

∣∣2 `
∣∣z ´ z1

∣∣2 “ 2
´

|z|2 `
∣∣z1

∣∣2¯.
Pourquoi cette relation est-elle nommée formule du parallélogramme ?

Exercice 9 ••◦◦ Pour z P Czt3iu, on pose fpzq “
3z ´ i

z ´ 3i
.

1. Déterminer les complexes z tels que fpzq P R.

2. Déterminer les complexes z tels que |fpzq| “ 1.

3. Montrer que f réalise une bijection de Czt3iu sur une partie de C à déterminer et
expliciter sa réciproque.

Exercice 10 •◦◦◦ Soit z P C tel que |z| ‰ 1. Montrer que∣∣∣∣1 ´ zn`1

1 ´ z

∣∣∣∣ ď
1 ´ |z|n`1

1 ´ |z|
.

Exercice 11 ••◦◦

1. Déterminer une factorisation de a2 ` b2 dans C, pour tous a, b P C.

2. Soit m,n P N. Montrer que si m et n sont chacun la somme de deux carrés d’entiers,
leur produit mn l’est aussi.
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2 Nombres complexes

Équations

Exercice 12 ••◦◦ Résoudre dans C les équations suivantes :

1. a. 3z ` iz “ 0. b. z ` 2iz “ i. c. z ` 2 “ ipz ` 1q. d.
z ´ 5

z ´ i
“ i.

2. piz ` 1qpz ` 3iqpz ´ 1 ` 4iq “ 0.

3. a. z2 ´ 3z ` 4 “ 0. b. z2 ´ 4z ` 4 “ 0. c. z2 ` p4 ´ 3iqz “ 2 ` 8i.
d. z2 ` 3 “ 0. e. 3z2 ` 3z ` 2 “ 0. f. 6z2 ` p21 ´ 14iqz ` 5 ´ 37i “ 0.

4. a. z4 ` 3z2 ` 2 “ 0. b. z4 ´ 32z2 ´ 144 “ 0.

5. Résoudre dans C2 les systèmes suivants d’inconnues pz, z1q :

a.

#

2iz ` z1 “ 2i

3z ´ iz1 “ 1.
b.

"

zz1 “ 5
z ` z1 “ 2.

c.
"

zz1 “ ´5i
z ` z1 “ 3i ´ 3.

6. Résoudre dans C les équations suivantes :

a. 2z “ i ´ 1. b. p2z ` i ´ 1qpiz ` i ´ 2q “ 0. c.
z ´ 1

z ` 1
“ i.

Exercice 13 •◦◦◦ Trouver les complexes p et q tels que l’équation
z2 ` pz ` q “ 0 admette pour solutions 1 ` 2i et 3 ´ 5i.

Exercice 14 •◦◦◦ On considère dans C l’équation pEλq : x2 ´ 3x` 4 “ λ
dépendant du paramètre λ P R. Pour quelles valeurs de λ l’équation pEλq admet-elle
deux solutions distinctes conjuguées ?

Exponentielle complexe et forme trigonométrique

Exercice 15 •◦◦◦
1. Déterminer une forme trigonométrique des nombres suivants :

a. 1 ´
?
2. b. ´5i. c. 2 ´ i. d. p´3 ` i

?
3q19. e. ´

1 ` 2i

3 ` 4i
.

2. Déterminer la forme algébrique de
`

1 ` i
?
3
˘1000

.
3. Déterminer une forme trigonométrique de 1 ` eiθ, où θ P r0 , 2πs.

Exercice 16 ••◦◦ Déterminer tous les entiers n pour lesquels :

1. p1 ` iqn P R. 2. p
?
3 ` iqn P iR.

Exercice 17 •◦◦◦ Simplifier Re

ˆ

1

1 ´ z

˙

, pour tout z P Uzt1u.

Exercice 18 ••◦◦ Soit θ P R, on pose z “ eiθ.
Déterminer une forme trigonométrique de 1 ` z ` z2.

Exercice 19 ••◦◦ Soit a, b, c P U. Montrer que |a ` b ` c| “ |ab ` bc ` ca|.

Exercice 20 ••◦◦ Soit ω P CzU. Montrer que z ÞÝÑ
z ` ω

ωz ` 1
est une

bijection de U sur U et déterminer sa réciproque.

Exercice 21 ••◦◦
1. Linéariser les expressions suivantes :

a. sinx cos2p2xq. b. sin3p2xq cosp3xq.

2. Calculer les intégrales suivantes :

a.
ˆ π

2

0

cos3 x sinp3xqdx. b.
ˆ π

2

0

sin4 x cos2 xdx.

Exercice 22 •◦◦◦
1. Déterminer les racines carrées de i`

?
3 sous formes algébrique et trigonométrique.

2. En déduire la valeur de cos
´ π

12

¯

.

Exercice 23 ••◦◦
1. Pour tout x P R, exprimer cosp5xq en fonction de cosx.
2. En déduire une expression explicite de :

a. cos2
π

10
. b. cos

π

5
. c. sin

π

5
.
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Nombres complexes 3

Exercice 24 ••◦◦
1. a. Résoudre l’équation z4 ` z3 ` z2 ` z ` 1 “ 0, d’inconnue z P C.

b. Soit z une solution de cette équation. On pose x “ z `
1

z
. Montrer que x est

solution d’une équation simple, puis la résoudre.

2. En déduire une expression explicite de cos
2π

5
.

Exercice 25 •••◦ Soit n P N. Exprimer
sinpnxq

sinx
sous la forme d’un

polynôme en cosx.

Exercice 26 ••◦◦ Simplifier, pour tous x, y P R et n P N,

1.
n
ÿ

k“0

sinpkxq. 2.
n
ÿ

k“0

cospkx ` yq. 3.
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

cospkxq.

Exercice 27 ••◦◦ Résoudre les équations suivantes d’inconnue z P C.

1. ez “ 1 ` i. 2. ez “ ´5 ´ 12i. 3. ez ` e´z “ 1.

Racines nes

Exercice 28 •◦◦◦
1. Déterminer les racines carrées des complexes suivants :

a. 3 ´ 4i. b. ´15 ` 8i. c. 7 ´ 24i. d. 9 ` 40i. e. 48 ´ 2i.

2. Calculer les racines quatrièmes de ´119 ` 120i.

Exercice 29 ••◦◦ Résoudre les équations suivantes d’inconnue z P C.

1. z8 ´ 3z4 ` 2 “ 0. 2. z6 ´ 2 cosφz3 ` 1 “ 0, avec φ P R.

Exercice 30 ••◦◦ Résoudre les équations suivantes d’inconnues z P C,
où n P N˚.

1. pz ` 2q3 “ 3i. 2. pz ´ 1q4 “ 4 ` 4i. 3. zn ` 1 “ 0. 4. zn “ z.

Exercice 31 ••◦◦ Banque d’exercices CCINP 2024 (84)
1. Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande

ni l’interprétation géométrique, ni la démonstration de l’existence d’un tel nombre).
2. Soit n P N˚. Donner, en justifiant, les solutions dans C de l’équation zn “ 1 et

préciser leur nombre.
3. En déduire, pour n P N˚, les solutions dans C de l’équation pz ` iqn “ pz ´ iqn et

démontrer que ce sont des nombres réels.

Exercice 32 ••◦◦ Banque d’exercices CCINP 2024 (89)
Soit n P N tel que n ą 2. On pose z “ e2iπ{n.
1. On suppose que k P J1 , n ´ 1K. Déterminer alors le module et un argument du

complexe zk ´ 1.

2. On pose S “

n´1
ÿ

k“0

∣∣zk ´ 1
∣∣. Montrer que S “

2

tan π
2n

.

Exercice 33 ••◦◦ Pour tout n P N˚, simplifier :

1.
ÿ

ωPUn

ω. 2.
ź

ωPUn

ω. 3.
ÿ

ωPUn

p1 ` ωqn. 4.
ÿ

ωPUn

|ω ´ 1|.

Exercice 34 ••◦◦ On pose j “
´1 ` i

?
3

2
.

1. Calculer p1 ` jq
n et

`

1 ` j2
˘n suivant les valeurs de n.

2. Pour z complexe quelconque, comparer

pz ` 1qpz ` jq
`

z ` j2
˘

et p1 ` zqp1 ` jzq
`

1 ` j2z
˘

.

3. a, b et c désignent des complexes quelconques.
a. Calculer pa ` bq

`

aj ` bj2
˘`

aj2 ` bj
˘

.

b. En déduire une factorisation de
`

a ` bj ` cj2
˘

`
`

a ` bj2 ` cj
˘3.

4. a, b et c désignant des complexes quelconques, on pose x “ a`b`c, y “ a`bj`cj2

et z “ a ` bj2 ` cj. Calculer x3 ` y3 ` z3.

Exercice 35 •••◦

1. Calculer
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

,
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

jk et
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

`

j2
˘k, où j “ exp

2iπ

3
.

2. En déduire une expression de
tn{3u
ÿ

k“0

ˆ

n

3k

˙

.

R. Basson – Lycée Fénelon Sainte-Marie – MPSI Année 2024–2025

https://www.fenelonsaintemarie.org


4 Nombres complexes

Application à la géométrie

Exercice 36 ◦◦◦◦ Dans chacun des cas suivants, représenter l’ensemble
des points M dont l’affixe z vérifie l’égalité proposée :

1. |z| “ 3. 2. Repzq “ ´2. 3. Impzq “ 1.

Exercice 37 •◦◦◦ On note A, B et C les trois points d’affixes respectives
a “ 1 ` i, b “ ´i et c “ ´1 ` 2i. Que peut-on dire du triangle ABC ?

Exercice 38 •◦◦◦ À quelle condition nécessaire et suffisante sur z :
1. z et z2 sont-ils les affixes de deux vecteurs :

a. colinéaires ? b. orthogonaux ?

2. 1, z et z2 sont-ils les affixes de trois points alignés ?
3. z et z sont-ils les affixes de deux vecteurs orthogonaux ?

4. z,
1

z
et z ´ 1 sont-ils les affixes de points situés sur un même cercle de centre O ?

5. z, z2 et z3 sont-ils les affixes des sommets d’un triangle rectangle en z ?
6. z et ses deux racines carrées forment-ils un triangle rectangle en z ?

Exercice 39 •◦◦◦ On note A le point d’affixe 1 et B le point d’affixe 5.
Déterminer le lieu des points M pour lesquels :

1. MA “ MB. 2. MB “ MA
?
2.

Exercice 40 •◦◦◦
1. Caractériser géométriquement la similitude z ÞÝÑ 2p1 ` iqz ´ 7 ´ 4i.
2. Déterminer l’expression complexe de la rotation de centre 1`i et d’angle de mesure

π

4
.

3. On note r la rotation de centre 1 et d’angle de mesure
π

2
et s la symétrie centrale

de centre 3 ` i. Caractériser géométriquement s ˝ r.

4. On note r la rotation de centre 2 ` i et d’angle de mesure
π

3
et r1 la rotation de

centre 3 ´ 2i et d’angle de mesure ´
π

3
. Caractériser géométriquement r1 ˝ r.

Exercice 41 •◦◦◦ On considère l’application f qui à un point M d’affixe
z associe le point M 1 d’affixe ez. Déterminer l’image des droites d’équations x “ a et
y “ b par f .

Exercice 42 •◦◦◦ Dans le plan complexe, démontrer que les points
d’affixes a, b et c sont alignés si et seulement si

ab ` bc ` ca “ ba ` cb ` ac.

Exercice 43 •◦◦◦ Soit a, b, c et d quatre nombres complexes vérifiant

a ` c “ b ` d et a ` ib “ c ` id.

Quelle figure forme leur image dans le plan ?

Exercice 44 ••◦◦ Vérifier qu’une condition nécessaire et suffisante pour
que les points d’affixes a, b et c dans le plan complexe soient les sommets d’un triangle
équilatéral est :

a2 ` b2 ` c2 ´ ab ´ bc ´ ca “ 0.

Exercice 45 ••◦◦ Interpréter géométriquement la relation

eix ` eiy ` eiz “ 0,

où x, y et z sont des réels.

Exercice 46 •••◦ Donner une condition nécessaire et suffisante sur les
nombres complexes a, b et c pour que les racines de X4 ` aX2 ` bX ` c forment dans
le plan complexe :

1. un parallélogramme. 2. un rectangle.
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Nombres complexes 5

Indications
Exercice 35. 2. Exprimer les sommes de la question 1 en fonction de

tn{3u
ÿ

k“0

˜

n

3k

¸

,

tpn´1q{3u
ÿ

k“0

˜

n

3k ` 1

¸

et
tpn´2q{3u

ÿ

k“0

˜

n

3k ` 2

¸

.

Éléments de réponses
Exercice 1. Le résultat dépend du reste de l’exposant dans la division euclidienne par 4.

1. ´i. 2. 1. 3. i. 4. ´1. 5. 1. 6. ´i. 7. i.
Exercice 2. z1 “ 4. z2 “ 7 ´ 3i. z3 “ ´20 ´ 28i. z4 “ 21 ` 20i. z5 “ 19 ´ 16i. z6 “ 29.

z7 “ 1 ´ i. z8 “
1

2
`

1

2
i. z9 “ ´

3

5
`

4

5
i.

Exercice 3. 1. 3 ` 4i. 2. ´
1

2
´

7

2
i. 3. ´i.

Exercice 4. 1. 1 ´ i. 2. ´3 ´ 2i. 3. ´2 ´ i. 4. i. 5.
4

5
´

2

5
i. 6. 2.

Exercice 5. 1.
?
5. 2. 5. 3.

?
65. 4.

?
5. 5.

2

3
. 6.

?
3.

Exercice 6. z “
8

5
`

9

5
i, z “

8

5
´

9

5
i, et |z| “

c

29

5
.

Exercice 7. 1. pz, tq “
`

6´9i
13

, ´16`11i
13

˘

. 2. pz, tq “ pi, 1q.

Exercice 9. 1. iRzt3iu. 2. z P U. 3. f´1
pzq “

3iz ´ i

z ´ 3
.

Exercice 11. Si m “ m12
`m22 et n “ n12

`n22, alors mn “
`

m1n1
´ m2n2

˘2
`
`

m1n2
` m2n1

˘2.

Exercice 12. 1.a. t0u. 1.b.
"

1

5
p2 ` iq

*

. 1.c.
"

´
1

2
p3 ` iq

*

. 1.d. t3 ` 3iu.

2. ti,´3i, 1 ´ 4iu. 3.a.
"

3 ˘ i
?
7

2

*

. 3.b. t2u. 3.c. t2i,´4 ` iu. 3.c.
␣

˘i
?
3
(

.

3.d.
"

´3 ˘ i
?
15

6

*

. 3.f.
"

i ´ 9

3
,
4i ´ 1

2

*

. 4.a.
␣

˘i,˘i
?
2
(

. 4.b. t˘6,˘2iu.

5.a. tp´1, 4iqu. 5.b. tp1 ` 2i, 1 ´ 2iq, p1 ´ 2i, 1 ` 2iqu.
5.c. tp´2 ` i,´1 ` 2iq, p´1 ` 2i,´2 ` iqu.

6.a.
"

´1 ´ i

2

*

. 6.b.
"

´1 ´ 2i,
1 ´ i

2

*

. 6.c. t´iu.

Exercice 13. p “ ´p1 ` 2i ` 3 ´ 5iq “ ´4 ` 3i et q “ p1 ` 2iqp3 ´ 5iq “ 13 ` i.

Exercice 14. λ ă
7

4
.

Exercice 15. 1.a.
`?

2 ´ 1
˘

eiπ. 1.b. 5 e´iπ
2 . 1.c.

?
5 e´iArctanp1{2q. 1.d.

`

2
?
3
˘19

e´iπ
6 .

1.e.
1

?
5
eipπ`Arctanp2{11qq. 2. ´2999 ´2999

?
3i. 3.

$

’

’

&

’

’

%

2 cos
θ

2
ei

θ
2 si 0 ď θ ă π

´2 cos
θ

2
eip

θ
2

`πq si π ă θ ď 2π

impossible si θ “ π.

Exercice 16. 1. n P 4Z. 2. n P 3 ` 6Z.

Exercice 17. Re

ˆ

1

1 ´ z

˙

“
1

2
.

Exercice 18. 1`eiθ ` e2iθ “ eiθ
`

1 ` eiθ ` e´iθ
˘

“ p1`2 cos θq eiθ, il reste alors à gérer le signe
de 1 ` 2 cos θ.

Exercice 19. Passer au carré des modules et utiliser zz “ 1, pour z P U.

Exercice 20. La réciproque est z ÞÝÑ
z ´ ω

1 ´ ωz
.

Exercice 21. 1.a.
1

4
sinp5xq ´

1

4
sinp3xq `

1

2
sinpxq.

1.b. ´
1

8
sinp9xq `

3

8
sinp5xq ´

1

8
sinp3xq ´

3

8
sinpxq. 2.a.

5

12
. 2.b.

π

32
.

Exercice 22. 1. ˘
?
2 eiπ{12

“ ˘

c

2 `
?
3

2
˘ i

c

2 ´
?
3

2
. 2. cos

´ π

12

¯

“

a

2 `
?
3

2
.

Exercice 23. 1. cosp5xq “ 16 cos5 x ´ 20 cos3 x ` 5 cosx.

2.a.
5 `

?
5

8
. 2.b.

1 `
?
5

4
. 2.c.

a

10 ´ 2
?
5

4
.

Exercice 24. 1.a. L’équation équivaut à
z5 ´ 1

z ´ 1
“ 0 et l’ensemble des solutions est

!

e˘ 2iπ
5 , e˘ 4iπ

5

)

. 1.b. x est solution de X2
`X ´1 “ 0, dont les solutions sont

´1 ˘
?
5

2
.

2.
?
5 ´ 1

4
.

Exercice 25.
tn{2u
ÿ

k“0

˜

n

2p ` 1

¸

`

X2
´ 1

˘p
Xn´2p.

Exercice 26. 1.

$

’

&

’

%

0 si x P 2πZ

sin
`

nx
2

˘

sin
´

pn`1qx
2

¯

sin
`

x
2

˘ sinon.

2.

$

&

%

pn ` 1q cos y si x P 2πZ

cos
`

n
2
x ` y

˘ sin
`

n`1
2

x
˘

sin x
2

sinon.
3. 2n

´

cos
x

2

¯n

cos
nx

2
.

Exercice 27. 1.
ln 2

2
` i

π

4
` 2iπZ. 2. ln 13 ` iπ ` iArctan

12

5
` 2iπZ. 3. ˘i

π

3
` 2iπZ.

Exercice 28. 1.a. ˘p2 ´ iq. 1.b. ˘p1 ` 4iq. 1.c. ˘p4 ´ 3iq. 1.d. ˘p5 ` 4iq.
2. ˘p3 ` 2iq et ˘p2 ´ 3iq.

Exercice 29. 1.
␣

˘1,˘i,˘
4
?
2,˘i 4

?
2
(

. 2.
"

exp

ˆ

i
2kπ ˘ φ

3

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k P J0 , 2K
*

.

Exercice 30. 1.
"

3
?
3 exp

ˆ

iπp1 ` 4kq

6

˙

´ 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k P J0 , 2K
*

.

2.
"

25{8 exp

ˆ

iπp8k ` 1q

16

˙

` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k P J0 , 3K
*

. 3.
"

exp

ˆ

iπp2k ` 1q

n

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k P J0 , n ´ 1K
*

. 4.

t0u Y

"

exp

ˆ

2ikπ

n ` 1

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k P J0 , nK
*

.
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6 Nombres complexes

Exercice 33. 1.
"

1 si n “ 1
0 sinon 2. p´1q

n´1. 3. 2n. 4. 2
cos π

2n

sin π
2n

.

Exercice 35. 1. 2n, p1 ` jq
n et

`

1 ` j2
˘n. 2.

2n ` 2 cos nπ
3

3
.

Exercice 36. 1. Cercle de centre O et de rayon 3. 2. Droite d’équation x “ ´2.
3. Droite d’équation y “ 1.

Exercice 37. Triangle isocèle et rectangle en A.
Exercice 38. 1.a. z P R. 1.b. z P iR. 2. z P R. 3. z “ r e˘iπ{4 avec r P R˚. 4. e˘iπ{3.

5. z “ 0 ou z “ 1 ou Repzq “ ´1. 6. z P U Y t0u.
Exercice 39. 1. Droite d’équation x “ 3. 2. Cercle de centre p´3, 0q et de rayon 4

?
2.

Exercice 40. 1. Similitude de centre 3 ´ 2i, de rapport 2
?
2 et d’angle

π

4
.

2. z ÞÝÑ
1 ` i
?
2

z ` 1 ` i
`

1 ´
?
2
˘

.

3. s ˝ r : z ÞÝÑ ´iz ` 5 ´ 3i est la rotation de centre 1 ´ 4i et d’angle ´
π

2
.

4. r1
˝ r : z ÞÝÑ z `

1 ` 3
?
3

2
`

?
3 ´ 3

2
i est la translation de vecteur

1 ` 3
?
3

2
`

?
3 ´ 3

2
i.

Exercice 41. Cercle de centre O et de rayon ea. Demi-droite d’origine O et formant un angle
b avec l’axe des abscisses.

Exercice 43. ABCD est un losange.
Exercice 45. Sommets d’un triangle équilateral inscrit dans le cercle unité.
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