5 ‘ Fonctions usuelles

Cahier de calcul : fiches 9 a 11. Banque CCINP : 7.

Logarithme, exponentielle et puissances

— Exercice 1 0000 mmm Etudier chacune des fonctions suivantes.

1 xT
1. z+— el/ne, 2. z— In(e®” +e77). 3.xr—><1+>.
T
3 1 1
4, v —> 21' . 5. z+—1In +I. 6. z— M
x* —3 —x T

1
7. 2 — Va2 -2z - 3. 8. x>—>%+§«/|x2—16|. 9. z+— 2%

——  Exercice 2 €000 === Ou I'on démontre que —1 = 1...
Commenter la « démonstration » suivante.

= Exercice 3 ee00 === O Déterminer les limites suivantes.

1. (z°)" en O7. 2. 2% en 0F. 3. (xmz en +oo0. 4. L el en o
T
ab” a®”
5. par 0 +o0,0ul <a<b. 6. — en +w,oua> 1

— Exercice 4 o000 == O Résoudre les (in)équations suivantes.

1. 2¢" —35¢ 7 =9. 2. 2(lnz)> = 12+ 51nz. 3. 2% = ~/6.

N

xT

5. InjJz + 1| —In|2z + 1] < In2. 6. 2 — — <In(l+2z) <z

7.0V = (Va)*. 8 In(—z —3)+In(z +4) > In(z —5). 9. In(—z — 3) > ln(i T 5)'

+4
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Iny 9 Inx
¥  Résoudre le systéme Inz Iny
Ty = e.

-5

— Exercice 5 €000 mmm—

— Exercice 6 o000 == Q& Comparer les réels e™ et 7°.

= Exercice 7 ecoco === ( Exponentielle de base a
1. Soit a € RY. Etudier la fonction z — a* sur R.

2. Résoudre I’équation 2% + 3% = 5, d’inconnue x € R.

— Exercice 8 €000 mmm—

1. Soit I un intervalle, u € Z(I,R) strictement positive et v € Z(I,R). Montrer que
u" est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. On note f la fonction & — z® sur RY.
a. Etudier la fonction f.

b. Déterminer une équation de la tangente de f en 1, ainsi que la position relative
du graphe de f par rapport a cette tangente.

no ok
— Exercice 9 eeco === @ Montrer que, pourtousn € Netz e R, % > Z %
k=0
= Exercice 10 eec0 === Soit v € [0, 1].
1. Montrer que, pour tout z € Ry, (1+2)* <1+ az.
. - @
2. En déduire que, pour tout n € N*, n (1 + E) = (n+1)“.
k=1
= Exercice 11 0000 mm= &
p 14+¢t)In(1+¢
1. Etudier la monotonie de t — % sur R%.
In(1
2. En déduire, pour tous 0 < a < b, la monotonie de z — m sur R¥ .
In(1 + bx)

b
3. En déduire que, pour tous a,b > 0, ln(l + %) ln(l + > <1n*(2).
a
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Fonctions usuelles

Fonctions trigonométriques —— Exercice 19 000 == _
1. Montrer que, pour tout x € ]0, 5[, tanz > .

. X
— Exercice 12 €000 = @ 2. Montrer que la fonction & —
S1

T m 7r 0 ™
1. En considérant 3T déterminer les valeurs de cos 13’ sin 1 et tan T précisera.

™
est bijective de ]O , 5[ sur son image que 'on
x

2. Calculer tan g, cos % et sin g
= Exercice 20 000 === 9 &

1. Etudier la fonction z —> cos® z + sin® .

= Exercice 13 €000 === @&
Résoudre graphiquement les inéquations suivantes, d’inconnue x € R,

V3

1
1. cosz > —. 2. sinx > — 3. tanz| < 1. = Exercice 21 €000 === @

V2

2. Résoudre Péquation cos® z + sin® z = 1, d’inconnue z € R.

1. Etudier les variations de la fonction 2 — 2~ %z sur R.
. T
2. En déduire les variations de x —— 2512% 4 2€05% gyr [ , Z]
1

= Exercice 14 €000 == @ Montrer que, pour tous n € N et x € R, _ .
3. En déduire que, pour tout z € R, 3 < 2lsinel 4 gleosz| < o135

[sin(nx)| < n|sinz|.

= Exercice 22 €000 === [  Simplifier Arctan(tan(—m>>,

= Exercice 15 0000 === Q& 4

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x € R,

1. sinx + sin(2z) = 0. 2. tan(2z) = 3tanx. 3. 2sinz +sin(3z) = 0. = Exercice 23 ecoo === O Tracer le graphe de la fonction z +—— Arctan(tanz).

4, 3tanx = 2coszx. 5. cosz = 1+ +/3sinz.

—  Exercice 24 0000 mmm Etudier chacune des fonctions suivantes.

= Exercice 16 o000 === & Déterminer I’ensemble de définition de la fonction 1
1. 2 —— x Arctan —. 2. x — x Arctan
T T —

T
T —> ln(tan —)
2

= Exercice 25 €000 === @

—  Exercice 17 o000 === Q& FEtudier chacune des fonctions suivantes : Simplifier cos(Arctanz) et sin(Arctanz), pour tout € R.

tan(2
1. 2+— M. 2. z — sin(3z) + 3sin .

tanx = Exercice 26 0000 ===

Résoudre les équations suivantes, dans un domaine & préciser.

n 4
3 i — = ; _
— Exercice 18 ee00 == Simplifier, pour tout n € N*, Z sin 2% sin 2—7; 1. Arcsinz = Arccos 5 2. Arcsin(2z) = Arccosz.
k=1

3. Arcsin(tanz) = x. 4. Arctan(2z) + Arctan(3z) = %
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Fonctions usuelles

= Exercice 27 0600 === Q&

2. Arctan«/l_x.
1+z

4. Arccos(thz) + 2 Arctan(e®)

Simplifier les expressions suivantes.

1. Arccos(—z) + Arccos z.

3. Arctan

T

5. Arctan(va? +1—z). 6. Arctan(e”) — Arctan(th g)

= Exercice 28 ¢¢60 === 9 &
1. Simplifier, pour tout k € N, Arctan(k + 1) — Arctan k.

n—+0o0

=z 1
2. En déduire lim ];0 Arctan Poihal

= Exercice 29 eee0 === @ La suite de Fibonacci (F,),y est définie par

FO = 0, F1 =1 et Vn e N, Fn+2 = Fn + Fn+1~

1. Montrer que, pour tout n €N, FZ | — F,F,4o = (-1)"  (identité de Cassini).

1
Arctan — = Arctan

2. En déduire que, pour tout n € N*, + Arctan
2n 2n+1 2n+2
3. En déduire l'existence et la valeur de  lim Z Arctan .
n—-+o0 = Fogia
= Exercice 30 o000 === & Formule de Machin
1 1

1. Montrer que % = Arctan 3 + Arctan 3

1 1 1
2. Calculer Arctan 3 + Arctan 3 + Arctan 3

. . T T 7r
3. a. Exprimer tan(4z) en fonction de tanz, pour tout z € ]—g , g[ + ZZ'
1 1
b. En déduire la formule de Machin T — 4 Arctan E Arctan 239"

La formule de Machin, découverte par John Machin en 1706, a longtemps servi a calculer
les premiéres décimales de 7, dans la mesure ou I'on sait calculer assez facilement les arcs
tangentes. Selon cette terminologie, la formule de la question 1 est appelée une formule

1 1
% = 2 Arctan 3 + Arctan —.

de type Machin et il en existe beaucoup d’autres, e.g. -
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Fonctions hyperboliques

= Exercice 31 €000 mmmm Montrer que, pour tous z,y € R,

1. sh(z +y) =shzchy + chashy.
tha +thy
1+thothy’

2. ch(z +y) =chzchy +shzshy.

3. th(z +y) =

—— Exercice 32 €000 == )
Montrer que la fonction z — P posséde un unique point fixe.
chx

= Exercice 33 0000 = 4

Factoriser la somme 2 ch(2kx), pour tous n € N et z € R.
k=0

= Exercice 34 ¢060 ==

th
1. Que vaut lim et
x—0 X

2thx

2. Montrer que, pour tout z € R, th(2z) = ———.
aue, p (22) 1+th?z

3. En déduire que, pour tout z € R*,

: 2 ﬁ)) _
nl—lﬂlooﬂ(l—’_th (2’C tha

Montrer que si z = In (tan(z + g)), alors

- Exercice 35 0000 mm— 1

thgztan%, thz =siny et

||
1+ |x|

= Exercice 36 eeco === Q@  Montrer que, pour tout z € R, [thz| >
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Indications Exercice 18. Par télescopage
Exercice 6. On pourra étudier la fonction z —> z/In(z). n
Exercice 9. Procéder par récurrence Sln 57 Sin sm_1 Z cos 1 = 1 (cos T 1)

e 7 P : 2k 2 ok—2 — 2 \" gn—1 :
Exercice 14. Procéder par récurrence. k=1
Exercice 15 1. 'Imparlt.e ou duplication du sinus. 2 Duplication de la tangente. Exercice 20. 2. { } + 27,

3. Triplication du sinus. 4. Se ramener a des sinus. 2
5. Se ramener & un cosinus en divisant par 2. Exercice 22. %

. 1
Exercice 17. 1. f(z) =1+ cos(2z)” Exercice 23. f:x —— Arctan(tanz) est w-périodique et f(x) = x, pour tout x € ]fg , g[

. 0
Exercice 20. 1. sinz — cosx \/ism(x 4)' Exercice 25. cos(Arctanz) = Tm et sin(Arctanz) = %

Exercice 21. 2. Posons f : x — 25 4 9°05% of g : g s 27 %, 3 L =+ L =+
Alors f'(x) = In2 x 25 oFes 2 (g(cosx) — g(sinz)). Exercice 26. 1. 5 2 3.0. 4. 5
Exercice 27. 1l faut dériver...

. . Arccosx . m  Arctanz 0
Exercice 28. 1. Calculer la tangente. Exercice 27. 1. 7. 2. — 3. Arcsinz. 4. 7. 5. 1" 3 6. 1
Exercice 36. On pourra exploiter la parité et réécrire th en lien avec I’exponentielle. . 1

f POtTa CXPIOTEr fa batl recent nen av POREHH Exercice 28. 1. Arctan(k + 1) — Arctank = Arctan ———. 2. T
E2+k+1 2
Eléments de réponses Exercice 29. 3. .
Exercice 3. 1.1. 2.0. 3.0. 4.0. 5.+400. 6. +0c0.
. 3/2 4 3 Exercice 30. 2. Arctan 1 + Arctan 1 + Arctan 1 T
Exercice 4. 1. {In7}. 2. {e*/ e } 3. {5} 4. {1;2}. 2 5 8 4
) . sh((n+ 1)z
5.]—0,—1[u]|-1,-2]u[-3,+o[. 6.Ry. 7.{1;4}. 8. &. 9.]-00,—T7]. Exercice 33. Ch(m)%'
Exercice 5. {(e™',¢%), (¢*,e7")}. Exercice 34. 1. 1.

Exercice 6. ™ > 7°.
Exercice 7. 2. {1}.

Exercice 11. 1. Strictement croissante. 2. Strictement décroissante.

il \/64_\/5 in -~ — V6 - fettan1=2—\/§.

12. —
Exercice 1. cos T o singg 1 2
2. tan ® — /2 -1, cos ~ — V2EVZ T V242
8 8 2 8 2
Exercice 13. 1. [— 4,4]+27TZ 2. |-, %[ +272. 3.[-%,%]|+ 7L

T 57

. ™
Exercice 15. 1. ﬂZu?Z. 2. {0,i€}+ﬂ'Z 3. wZ. A4. {6 5

- 277,
5. 0.2}

Exercice 16. ]0,1[ + 2Z.

}+27TZ

2sin(2z)

— = et
cos?(2z) ¢

Exercice 17. 1. f est définie sur ]0, %[ + %Z, m-périodique et impaire, f'(x) =

li(l)nf =2,limf = +oo,lir£1f = —oo,lim f = 0.
T K 2
2. f est définie sur R, 2w-périodique et paire,

f'(x) = 3(cos(3z) + cosz) = 12 cosm(cosm — %) (cos:r: + %)
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