5 1 Fonctions usuelles

Cahier de calcul : fiches 9 & 11.

Logarithme, exponentielle et puissances

— Exercice 1 0000 mmmm Etudier chacune des fonctions suivantes.

1 x

1. z+— el/ne, 2. z— In(e®” +e7%). 3.x»—><1+>.
x
4. z v 5 z 1n1+$ 6. = Inje]
. R . T . ot

1 ‘
7. v — Va2 — 2z — 3. 8. x»—>£+§«/|x2716|. 9. x—> a2,

m—  Exercice 2 000 === QOu I'on démontre que —1 = 1...
Commenter la « démonstration » suivante.

— Exercice 3 0000 mmm Déterminer les limites suivantes.

. x®)" r—1
1. (%) en 0. 2. 2% en0". 3. ( xz en +o0. 4. ——e'/Ten 0.
x
abm aam
5. e en +00, 0u 1 <a <b. 6. — en 4o, 0ta> 1.

—— Exercice 4 0000 = Résoudre les (in)équations suivantes.

1. 2¢"—35¢ 7 =9. 2. 2(lnz)> = 12+ 51nz. 3. 2% =
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lniy 2lnx

Résoudre le systéme Inx @
Ty = e.

. =-5
— Exercice 5 €000 mmmm—

——  Exercice 6 €000 Comparer les réels e™ et 7°.

—  EXercice 7 000 mmm
1. Soit a € RY. Etudier la fonction z — a* sur R.

2. Résoudre I’équation 2% + 3% = 5, d’inconnue « € R.

= Exercice 8 €000 mm—
1. Soit I un intervalle, u € Z(I,R) strictement positive et v € Z(I,R). Montrer que
u" est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. On note f la fonction £ — ® sur RY.
a. Etudier la fonction f.
b. Déterminer une équation de la tangente de f en 1, ainsi que la position relative
du graphe de f par rapport a cette tangente.

no ok
= Exercice 9 o000 === Montrer que, pour tousne Net z e Ry, ¥ > Z x—|
k=0 "'
= Exercice 10 €600 == Soit a € [0, 1].
1. Montrer que, pour tout z € R, (1+2)* <1+ az.
. & @
2. En déduire que, pour tout n € N*, n (1 + E) > (n+1)*
k=1
= Exercice 11 €000 mmmm
. 1+¢)In(1+¢
1. Etudier la monotonie de t — % sur R¥ .
In(1
2. En déduire, pour tous a,b > 0 avec a < b, la monotonie de z —— M sur
In(1 + bx)

RY .

b
3. En déduire que, pour tous a,b > 0, ln<1 + %) 1n<1 + a) <In’2.
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Fonctions usuelles

Fonctions trigonométriques

—  Exercice 12 €000 mum—

T 0 ™ T
1. E idérant — — —, déterminer 1 1 d —, sin — et tan —.
n considérant - — -, déterminer les valeurs de cos 1o, sin -5 et tan -5

2. Calculer tan %, cos% et sin g

— Exercice 13 €000 mumm—
d’inconnue x € R,

V3

1
1. cosz > —. 2. sinx > 5

V2

3. |tanz| < 1.

— Exercice 14 000w Montrer que, pour tous n € N et x € R,

[sin(nz)| < n|sin z|.

—— Exercice 15 eee0—— Montrer que la fonction f définie sur ]0, 1] par

flz)=(1 —x)sing

est bornée. Atteint-elle ses bornes ?

m— Exercice 16 €000 s Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x € R,

1. sinz + sin(2z) = 0. 2. tan(2z) = 3tanz.

5. cosz =1+ +/3sinz.

3. 2sinx +sin(3z) = 0.
4. 3tanx = 2cosx.

— Exercice 17 €000 = Déterminer 'ensemble de définition de la fonction

T
z—In (tan —)
2
Etudier chacune des fonctions suivantes :

— Exercice 18 0000 mm

tan(2
R an(2x)

. 2. x> sin(3z) + 3sinx.
tan x
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Résoudre graphiquement les inéquations suivantes,

n
. . . .om .37
—— Exercice 19 €000 mum Simplifier, pour tout n € N*, Z sin —- sin —-.
2k 2k
k=1

——  Exercice 20 000 mum—
1. Montrer que, pour tout x € ]O, g[, tanx > .

x 7r
2. Montrer que la fonction x — est bijective de ]O , 5[ sur son image que 'on
sinx

précisera.

——  Exercice 21 €000 mu—
1. Etudier la fonction 2 —> cos® = + sin® z.
2. Résoudre Péquation cos® z + sin® z = 1, d’inconnue = € R.

-  Exercice 22 0000 =
1. Etudier les variations de la fonction z — 2%z sur R.

2. En déduire les variations de x —— 250 % 4 2605% gy [0 , %]

. a
3. En déduire que, pour tout z € R, 3 < 2/sinel 4 gleosal < 27z,

11
= Exercice 23 €000 mum— Simplifier Arctantan([).

-  Exercice 24 000 mm——

Tracer le graphe de la fonction x+—— Arctan(tanz).

—  Exercice 25 0000 mm— Etudier chacune des fonctions suivantes.

1
1. x — x Arctan —. 2. x — x Arctan
T T

—— Exercice 26 €000 m— Simplifier cos(Arctanz) et sin(Arctanz), pour tout

x € R.

—  EXxercice 27 0000 mm—
préciser :

Résoudre les équations suivantes — dans un domaine a

4
1. Arcsinz = Arccos 5 2. Arcsin(2z) = Arccos x.

3. Arcsin(tanz) = x. 4. Arctan(2z) + Arctan(3z) = %
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Fonctions usuelles

Simplifier les expressions suivantes.

2. Arctanuliz.
1+

4. Arccos(thz) + 2 Arctan(e®)

= Exercice 28 €000

1. Arccos(—z) + Arccosz.

x

3. Arctan —.

V1—22
1—x

5. Arctan(vz? + ). 6. Arctan(e”) — Arctan(th g)

—— Exercice 29 eee0—
1. Simplifier, pour tout k € N, Arctan(k + 1) — Arctan k.

n

1
2. En déduire nl—i}-ﬁl:loo kZ::O Arctan Pahal

— Exercice 30 eeeo=——  La suite de Fibonacci (F},), . est définie par

.F() = 0, F1 =1 et Vn e N, Fn+2 = Fn + Fn+1.

1. Montrer que, pour tout n €N, FZ | — F,F,o = (-1)"  (identité de Cassini).

1
Arctan — = Arctan

2. En déduire que, pour tout n € N*, + Arctan
2n 2n+1 2n+2
L 1
3. En déduire 'existence et la valeur de  lim Arctan .
n——+00 =0 2%k+1
= Exercice 31 eeeo=—= Formule de Machin
1 1

1. Montrer que % = Arctan 3 + Arctan 3"

1 1 1
2. Calculer Arctan 3 + Arctan 3 + Arctan 3

. . T T ™
3. a. Exprimer tan(4z) en fonction de tanz, pour tout z € ]—g , g[ + ZZ'
1 1
b. En déduire la formule de Machin % = 4 Arctan E~ Arctan 239"

La formule de Machin, découverte par John Machin en 1706, a longtemps servi a calculer
les premiéres décimales de 7, dans la mesure ot ’on sait calculer assez facilement les arc
tangentes. Selon cette terminologie, la formule de la question 1 est appelé une formule

1 1
de type Machin et il en existe beaucoup d’autres, e.g. % = 2 Arctan 3 + Arctan =
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Fonctions hyperboliques

—  Exercice 32 000 mum— Montrer que, pour tout = € R,

1. sh(z +y) =shzchy + chashy.
tha +thy
1+thothy’

2. ch(z +y) =chzchy +shzshy.

3. th(z +y) =

. . 1 .
-  Exercice 33 €000 mm—— Montrer que la fonction x — T posséde un unique
chzx

point fixe.

n
Factoriser la somme Z ch(2kz), pour tous n € N et
k=0

— Exercice 34 0000 mm—

z € R.

— Exercice 35 0000 =

thz
1. Que vaut lim — 7
x—0 X

2thx
2. Montrer que, pour tout x € R, th(2z) = ———.
aue. b (22) 1+th?x

3. En déduire que, pour tout x € R*,

n

: 2 ﬂ)) -z
nLHEoo (1+th (2’“ tha

7r
Montrer que si z = In (tan(f + y)), alors

- E ice 36 —_—
Xercice 000 1 5

thg:tan%, thz =siny et

||
1+ x|

= Exercice 37 eeeo=== Montrer que, pour tout z € R, |[thz| >
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Indications Exercice 19. Par télescopage

Exercice 14. Procéder par récurrence.

3t 1 g 1
Exercice 16. 1. Imparité ou duplication du sinus. 2. Duplication de la tangente. Z sm o Sin ok ~ 9 Z CS5x=2 =3 (COS on—1 1)
3. Triplication du sinus. 4. Se ramener a des sinus. B
5. Se ramener & un cosinus en divisant par 2. Exercice 21. 2. { } + 277,
' 2
. 1
Exercice 18. 1. f(z) =1+ cos(22)” Exercice 23. %
Exercice 21. 1. sinz — cosz = v/2sin (CE - %) Exercice 24. f:x+—— Arctan(tanx) est w-périodique et f(z) = x, pour tout x € ]fg , g[
Exercice 22. 2. Posons f T 27T 4275 et g x> 277 Exercice 26. cos(Arctanz) = 2; et sin(Arctanz) = +
Alors f'(z) = In2 x 25 #Fs % (g(cogz) — g(sinz)). z? 41 z? 41
Exercice 28. 1l faut dériver... Exercice 27. 1. g . % 3.0. 4. %
Exercice 29. 1. Calculer la tangente.
Exercice 28. 1. w. 2. w. 3. Arcsinz. 4.7 5. — W. 6. .
2 4 2 4
Flé € . 1
Eléments de réponses Exercice 29. 1. Arctan(k + 1) — Arctank = Arctan ———. 2. T
k2 +k+1 2

Exercice 3. 1. 1. 2.0. 3.0. 4.0. 5. 400. 6. +00.

. T
. . 3 Exercice 30. 3. —.
Exercice 4. 1. {In7}. 2. {6_3/2,e4}. 3. {5} 4. {1;2}. 2 . . .
. s
5. =0, —1[ U ]_1,_%] g [_%74_00[. 6.R,. 7.{L:4}. 8. 3. 9.]-u, 7] Exercice 31. 2. Arctan§ + Arctang + Arctang =71
Exercice 5. {(e™",¢?), (e*,e7")}. Exercice 34. ch(nx)w.

; ™ e shx
Exercice 6. e™ > 7°.

Exercice 7. 2. {1}.

Exercice 11. 1. Strictement croissante. 2. Strictement décroissante.

r VBENE w2

Exercice 35. 1. 1.

™
Exercice 12. 1. cos - ST et tan i 2 —4/3.
2.tanz:\/§—1,cosz:@etsinﬁz 22
8 8 2 8 2
Exercice 13. 1. [-%, 2] +2nZ. 2.|-%,%F[+27Z. 3.[-Z,%]+7Z.
Exercice 16. 1. 1Z u Q%Z 2. {O,i%} +nZ. 3.7Z. 4. {%,%} + 277

5. {0, 2”} +2nZ.
3
Exercice 17. 10, 1[ + 2Z.

2sin(2x)

———= et
cos?(2zx) ¢

Exercice 18. 1. f est définie sur ]0 Z[ + Z m-périodique et impaire, f'(z) =

h(r)nf =2,limf = +oo,hr£1f = —Oo,hmf =0.
i S 3
2. f est définie sur R, 2w-périodique et paire,

f'(x) = 3(cos(3z) + cosz) = 12 cosm(cosm — %) (cos:r: + %)
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