Rappels et compléments

4 pour |'étude des fonctions

Cahier de calcul : fiche 8. Banque CCINP : 7.

Propriétés éventuelles d’'une fonction

) 2% + 1
— Exercice 1 000 === O Etudier la paritéde f : R — R,z —> ln( ex Ji_2 )
e

— Exercice 2 0000 == @ Montrer que toute fonction f : R — R s’écrit de
maniére unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

1sixeQ,

— Exercice 3 eec0 —— Q™ Soit f définie sur R par f(z) = { 0sizeR\Q

Déterminer I’ensemble des périodes de la fonction f.

—  Exercice 4 €000
1. Démontrer le théoréme 19.

2. Que peut-on dire de la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décrois-
sante 7

= Exercice 5 0600 === @

On considére n fonctions numériques fi, ..., f, définies sur R. Parmi ces n fonctions, p
sont décroissantes (0 < p < n) et n — p sont croissantes.

La fonction f,o f,_1---ofi est-elle monotone ? Le cas échéant, quelle est sa monotonie ?

— Exercice 6 ee00 === Q& Soit f € RE. Ecrire une assertion mathématique
traduisant le fait que la fonction f n’est monotone sur aucun segment non trivial.
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— Exercice 7 €000 Soit les fonctions numériques f et g définies par :

g(z) = —

x—1
Donner I’ensemble de définition et les variations de go f et de fog.

flz)=22% -3z +1 et

— Exercice 8 0000 mm—

2

22 —2x +2°

a. f est-elle majorée sur R? Minorée sur R 7

b. f admet-elle sur R un maximum ? Un minimum ? Un extremum local 7
e’ —1

e+ 1

1. On considére la fonction f: R — R,z —>

2. Meémes questions pour la fonction g : R — R,z —

= Exercice 9 0600 mmm QW
Déterminer toutes les fonctions f : R — R croissantes et pour lesquelles f o f = Idg.

— Exercice 10 000 =
Soit f : Ry —> R, une fonction — non dérivable a priori. On suppose que, pour tout
reRy, f(x)e/®) = z. Déterminer les variations de f.

Dérivées

= Exercice 11 o000 === Pour chacune des fonctions suivantes déterminer
son ensemble de définition, son ensemble de dérivabilité et I’expression de sa dérivée.

22 —1\°
1. > .
v (31—4)

4. x—> sin® (3x3 — 3z + 3).

3. z— e™VE,

6. r+—> ver +2e % 3.

2. z— ln(x5 + 1).
5 z+— 1117(x2 — 1).

= Exercice 12 e0oc === Soit f une fonction dérivable sur R.
Que dire de f’ lorsque f est paire? impaire ? périodique ?

= Exercice 13 o000 === Q@ Montrer que les fonctions suivantes sont indéfini-
ment dérivables sur une partie de R a déterminer et calculer leurs dérivées successives.

1
(@eR). 2.z (@aeC\R). 3. 2 —7

1. z+— .
r+a r+a — X

T — Cos
4, x —

0, .
22 —2xcosa + 1 (ae]o,)
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Bijection

— Exercice 14 ecoo —— @  Soit la fonction f définie par f(z) = ot
z—
La fonction f est-elle une bijection de R\{2} sur f[R\{2}]? Le cas échéant, quelle est sa

fonction réciproque ?

= Exercice 15 eeco === Réciproque d’une bijection impaire
Soit A et B deux parties de R et f : A — B une bijection de A sur B. Si A symétrique
par rapport & 0 et f impaire, montrer que sa réciproque f~! est impaire.

= Exercice 16 €000 mmmm
1. Montrer que la fonction z — sinx est bijective de [—g , g] sur un intervalle que
l’on précisera. On note Arcsin sa réciproque.

2. Déterminer les propriétés de la fonction Arcsin.

— Exercice 17 €000 = o
Déterminer le nombre de racines réelles des fonctions polynomiales suivantes :

1. 2 — 2% — 23 + 1. 2. ©— 423 — 1822 + 24z — 9.

—  Exercice 18 €000 mmm

1. Montrer que I'équation zlnz = 1, d’inconnue z € R*, posséde une et une seule
solution.

2. Montrer que I’équation e’

solution.

= e” —1, d’inconnue z € R, posséde une et une seule

x

= Exercice 19 o000 === @  Montrer que, pour tout x € R*, >x+e—2.
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