
4 Rappels et compléments
pour l’étude des fonctions

Cahier de calcul : fiche 8.

Propriétés éventuelles d’une fonction

Exercice 1 •◦◦◦ Étudier la parité de f : R ÝÑ R, x ÞÝÑ ln

ˆ

2ex ` 1

ex ` 2

˙

.

Exercice 2 ••◦◦ Montrer que toute fonction f : R ÝÑ R s’écrit de
manière unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Exercice 3 ••◦◦ Soit f définie sur R par fpxq “

"

1 si x P Q,
0 si x P RzQ.

Déterminer l’ensemble des périodes de la fonction f .

Exercice 4 •◦◦◦

1. Démontrer le théorème 19.

2. Que peut-on dire de la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décrois-
sante ?

Exercice 5 ••◦◦ On considère n fonctions numériques f1, . . . , fn définies
sur R. Parmi ces n fonctions, p sont décroissantes (0 ď p ď n) et n´ p sont croissantes.
La fonction fn˝fn´1 ¨ ¨ ¨˝f1 est-elle monotone ? Le cas échéant, quelle est sa monotonie ?

Exercice 6 ••◦◦ Soit f P RR. Écrire une assertion mathématique
traduisant le fait que la fonction f n’est monotone sur aucun segment non trivial.

Exercice 7 •◦◦◦ Soit les fonctions numériques f et g définies par :

fpxq “ 2x3 ´ 3x ` 1 et gpxq “
1

x ´ 1
.

Donner l’ensemble de définition et les variations de g ˝ f et de f ˝ g.

Exercice 8 •◦◦◦

1. On considère la fonction f : R ÝÑ R, x ÞÝÑ
x2

x2 ´ 2x ` 2
.

a. f est-elle majorée sur R ? Minorée sur R ?
b. f admet-elle sur R un maximum? Un minimum ? Un extremum local ?

2. Mêmes questions pour la fonction g : R ÝÑ R, x ÞÝÑ
ex ´ 1

ex ` 1
.

Exercice 9 ••◦◦ Déterminer toutes les fonctions f : R ÝÑ R croissantes
et pour lesquelles f ˝ f “ IdR.

Exercice 10 ••◦◦ Soit f : R` ÝÑ R` une fonction – non dérivable a
priori. On suppose que, pour tout x P R`, fpxq efpxq “ x. Déterminer les variations de
f .

Dérivées

Exercice 11 ••◦◦ Pour chacune des fonctions suivantes déterminer son
ensemble de définition, son ensemble de dérivabilité et l’expression de sa dérivée.

1. x ÞÝÑ

ˆ

2x ´ 1

3x ´ 4

˙3

. 2. x ÞÝÑ ln
`

x5 ` 1
˘

. 3. x ÞÝÑ ex
?
x.

4. x ÞÝÑ sin3
`

3x3 ´ 3x ` 3
˘

. 5. x ÞÝÑ ln7
`

x2 ´ 1
˘

. 6. x ÞÝÑ
?
ex `2 e´x ´3.

Exercice 12 •◦◦◦ Soit f une fonction dérivable sur R. Que dire de f 1

lorsque f est paire ? impaire ? périodique ?

Exercice 13 •••◦ Montrer que les fonctions suivantes sont indéfiniment
dérivables sur une partie de R à déterminer et calculer leurs dérivées successives.

1. x ÞÝÑ
1

x ` a
(a P R). 2. x ÞÝÑ

1

x ` a
(a P CzR). 3. x ÞÝÑ

1 ` x

1 ´ x
.

4. x ÞÝÑ
x ´ cosα

x2 ´ 2x cosα ` 1
(α P s0 , πr).
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Bijection

Exercice 14 •◦◦◦ Soit la fonction f définie par fpxq “
3

x ´ 2
. f est-elle

une bijection de Rzt2u sur fpRzt2uq ? Le cas échéant, quelle est sa fonction réciproque ?

Exercice 15 ••◦◦ Réciproque d’une bijection impaire
Soit A et B deux parties de R et f : A ÝÑ B une bijection de A sur B. Si A symétrique
par rapport à 0 et f impaire, montrer que sa réciproque f´1 est impaire.

Exercice 16 •◦◦◦
1. Montrer que la fonction x ÞÝÑ sinx est bijective de

“

´π
2 , π

2

‰

sur un intervalle que
l’on précisera. On note Arcsin sa réciproque.

2. Déterminer les propriétés de la fonction Arcsin.

Exercice 17 •◦◦◦ Déterminer le nombre de racines réelles des fonctions
polynomiales suivantes :

1. x ÞÝÑ x5 ´ x3 ` 1. 2. x ÞÝÑ 4x3 ´ 18x2 ` 24x ´ 9.

Exercice 18 •◦◦◦
1. Montrer que l’équation x lnx “ 1, d’inconnue x P R˚

`, possède une et une seule
solution.

2. Montrer que l’équation e´x2

“ ex ´1, d’inconnue x P R, possède une et une seule
solution.

Exercice 19 ••◦◦ Montrer que, pour tout x P R˚,
ex ´1

x
ě x ` e´2.

Indications
Exercice2,3et9.Procéderparanalyse-synthèse.
Exercice13.4.Onpeutdécomposerenélémentsimplelafraction,encommençantpar

factoriserdansCsondénominateur.
Exercice19.Étudiere

x
´x

2
`p2´eqx´1.

Élémentsderéponses
Exercice1.Impaire.
Exercice3.L’ensembledespériodesdefestQ

˚
.

Exercice5.Lacomposéef1˝¨¨¨˝fnestcroissante(resp.décroissante)sipestpair(resp.
impair).

Exercice9.f“IdR.
Exercice10.feststrictementcroissantesurR`.
Exercice11.OnnoteDfl’ensemblededéfinitiondefetDdsonensemblededérivabilité.

1.Df“Dd“Rz
␣

4
3

(

etf
1
:xÞÝÑ

´15p2x´1q
2

p3x´4q4.

2.Df“Dd“s´1,`8retf
1
:xÞÝÑ

5x
4

x5`1
.

3Df“Dd“R`etf
1
:xÞÝÑ

3

2

?
xe

x
?
x

(pourladérivabilitéen0ilfautreveniràla
définition!).
4.Df“Dd“Retf

1
:xÞÝÑ9

`

3x
2

´1
˘

cos
`

3x
3

´3x`3
˘

sin
2
`

3x
3

´3x`3
˘

.

5.Df“Dd“s´8,´1rYs1,`8retf
1
:xÞÝÑ

14xln
6
`

x
2

´1
˘

x2´1
.

6.Df“Dd“s´8,0sYrln2,`8retf
1
:xÞÝÑ

e
x

´2e
´x

2
?
ex`2e´x´3

.

Exercice13.1.@kPN,f
pkq

:xÞÝÑ
p´1q

k
k!

px`aqk`1surRzt´au.

2.@kPN,f
pkq

:xÞÝÑ
p´1q

k
k!

px`aqk`1surR.

3.@kPN
˚
,f

pkq
:xÞÝÑ

2ˆk!

p1´xqk`1surRzt1u.

4.@nPN,f
pnq

:xÞÝÑ
p´1q

n
n!

px2´2cospαqx`1q
n`1

ř

n`1
k“0

`

n`1
k

˘

x
n`1´k

p´1q
k
cospkαqsur

R.

Exercice14.f
´1

:R
˚

ÝÑRzt2u,yÞÝÑ
2y`3

y
.

Exercice17.1.1.1.3.
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