
3 Ensembles et applications

Cahier de calcul : H.

Ensembles

Exercice 1 •◦◦◦ Exhiber des exemples pour illustrer les deux affirmations
suivantes.
1. Sous l’hypothèse A Y B “ A Y C, on ne peut pas conclure que B “ C.
2. Sous l’hypothèse A X B “ A X C, on ne peut pas conclure que B “ C.

Exercice 2 •◦◦◦ Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E. Simplifier :

1. A X pA Y Bq. 2. A Y pA X Bq.

3. A X pA Y Bq X pA Y B Y Cq. 4. A Y pA X Bq Y pA X B X Cq.

Exercice 3 •◦◦◦ Démontrer les affirmations suivantes, où X, Y et Z
désignent des sous-ensembles d’un ensemble E.
1. Si X Ă Y et Y Ă Z, alors X Ă Z. (transitivité de l’inclusion)
2. X Ă Y ðñ Y Ă X.
3. Si X Ă Y , alors X X Z Ă Y X Z et X Y Z Ă Y Y Z.
4. X “ pX X Y q Y pXzY q.
5. pX X Y q X pX X Zq “ X X Y X Z.

Exercice 4 •◦◦◦ Soit A et B deux ensembles. Établir les équivalences :

A Ă B ðñ A Y B “ B ðñ A X B “ A.

Exercice 5 •◦◦◦ Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E.
1. Que valent AzH, AzA et A ?
2. Montrer que AzB “ A ðñ BzA “ B.
3. Montrer que pAzBqzB “ AzB.
4. Montrer que pA X BqzC “ pAzCq X pBzCq.
5. Montrer que pA Y BqzC “ pAzCq Y pBzCq.
6. Montrer que pAzBqzC “ pAzCqzpBzCq “ AzpB Y Cq.

Exercice 6 •◦◦◦ Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer
que :

1.
`

A X B
˘

zC “
`

CzB
˘

Y
`

AzC
˘

2. A Y B “ B X C ùñ A Ă B Ă C.
3. AzpB X Cq “ pAzBq Y pAzCq. 4. A X B “ A Y B ðñ A “ B.

Exercice 7 ••◦◦ Expliciter les ensembles suivants

1.
ď

nPN˚

„

´1 `
1

n
, 1 ´

1

n

ȷ

. 2.
č

nPN˚

ȷ

´1 ´
1

n
, 1 `

1

n

„

.

Exercice 8 •◦◦◦ Étudier les inclusions A Ă B et B Ă A , où

A “

"

ε

kpk ` 1q

*

kPN˚

εPt´1,1u

et B “

"

1

n
´

1

m

*

m,nPN˚

.

Exercice 9 ••◦◦ Décrire géométriquement l’ensemble

D “
␣

px, yq P R2
ˇ

ˇ x2 ` y2 ď 1
(

.

Montrer qu’il ne s’agit pas du produit cartésien de deux parties de R.

Exercice 10 •••◦ Soit E un ensemble et A et B deux parties de E.
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue X une partie de E,

1. A Y X “ B 2. A X X “ B.

Exercice 11 •◦◦◦ On note E “ t1u et F “ t1, πu.
1. Détailler PpEq, PpF q puis PpPpEqq.
2. Est-ce que l’un de ces ensembles est inclus dans l’un des autres ?

Exercice 12 •◦◦◦ Soit E “ t0, 1, t0u, t0, 1uu. Parmi les propositions
suivantes, dites lesquelles sont vraies :

1. t0u P E. 2. t0u P PpEq. 3. tt1uu Ă E.
4. t0, 1u Ă E. 5. tt0u, 0u Ă PpEq. 6. tt0u,Hu P PpEq.
7. tt1, t0, 1uu, t0u, Eu Ă PpEq. 8. ttt0, 1uuu P PpPpEqq.
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2 Ensembles et applications

Exercice 13 •◦◦◦ Soit A une partie d’un ensemble E. Démontrer que :
1. p@X P PpEq, A Y X “ Eq ùñ A “ E.
2. p@X P PpEq, A X X “ Hq ùñ A “ H.

Exercice 14 ••◦◦ Soit A et B deux ensembles.
1. Démontrer que A Ă B si et seulement si PpAq Ă PpBq.
2. Que pensez-vous des égalités suivantes ?

a. PpA X Bq “ PpAq X PpBq. b. PpA Y Bq “ PpAq Y PpBq.

Si l’égalité est fausse, peut-on la remplacer par une inclusion ?

Exercice 15 ••◦◦ Soit E un ensemble, n P N˚ et A0, A1, . . . , An des
sous-ensembles de E tels que

H “ A0 Ĺ A1 Ĺ . . . Ĺ An “ E.

On pose, pour tout k P J1 , nK, Bk “ AkzAk´1. Montrer que pB1, . . . , Bnq est une
partition de E.

Exercice 16 ••◦◦ Fonctions indicatrices
Soit E un ensemble et A, B et A1,. . ., An des parties de E.
1. Caractériser à l’aide des fonctions indicatrices les propriétés ensemblistes suivantes :

a. A Ă B. b. A et B sont disjoints. c. tA1, . . . , Anu est une partition de E.

2. Retrouver à l’aide des fonctions indicatrices :
a. les propriétés de commutativité, d’associativité et de distributivité de l’union

et de l’intersection ;
b. l’équivalence A X B “ A Y B ðñ A “ B.

Applications définies explicitement

Exercice 17 •◦◦◦ Soit f l’application de R˚ dans R définie, pour tout

x P R˚, par fpxq “
1

x2
. Dans chacun des cas suivants, déterminer l’image directe de A

et l’image réciproque de B par l’application f .

1. A “ s´1 , 0r Y s0 , 1r et B “ s´1 , 1s. 2. A “ B “ s´8 , 0r.
3. A “ Z˚ et B “ s0 , 1r.

Exercice 18 ••◦◦ Soit f l’application de C dans R qui, à tout complexe
z, associe son module. Dans chacun des cas suivants, déterminer l’image directe de A et
l’image réciproque de B par l’application f .
1. A “ tz P C | Dx P R, z “ x ` 2iu et B “ r´1 , 1s.
2. A “

␣

z P C
ˇ

ˇ Dx P r0 , 1s, z “
?
x ` i

?
1 ´ x

(

et B “ s0 , 1s.
3. A “ tz P C | Dx P R, z “ p1 ` cosxq ` i sinxu et B “ r1 , 2s.

Exercice 19 •◦◦◦ Soit f : R ÝÑ R l’application définie, pour x P R, par

fpxq “
2x

1 ` x2
.

a. Soit y P R. Déterminer le nombre d’antécédents de y.
b. L’application f est-elle bijective ?
c. Montrer que : @x P r´1 , 1s, fpxq P r´1 , 1s.

L’application g : r´1 , 1s ÝÑ r´1 , 1s induite par f est-elle bijective ?

Exercice 20 •◦◦◦ Soit les fonctions f définies ci-dessous. Montrer que
f est une bijection entre des sous-ensembles de R que l’on précisera et déterminer sa
fonction réciproque.

1. fpxq “
2 ` x

3 ´ x
. 2. fpxq “

1 ´ 3x

4 ` 5x
. 3. fpxq “

x

1 ´ x
.

Exercice 21 •◦◦◦
1. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

a. px, yq ÞÝÑ 2y de R2 dans R.
b. px, yq ÞÝÑ p1, x ´ y, yq de R2 dans R3.
c. px, yq ÞÝÑ p2x ` y, 3x ´ 2yq de R2 dans R2.
d. px, yq ÞÝÑ p2x ` y, x2 ` yq de R2 dans R2.

2. (•••) Entre quelles sous-ensembles maximaux de R2 l’application de la question
1.d induit-elle une bijection ?

Exercice 22 •◦◦◦ On note f l’application n ÞÝÑ 2n de N dans N et g
l’application de N dans N définie par :

gpnq “

$

&

%

n

2
si n est pair,

n ´ 1

2
si n est impair.

Étudier l’injectivité et la surjectivité de f et g. Que vaut g ˝ f ? Que faut-il en retenir ?
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Applications abstraites

Exercice 23 ••◦◦ Soit f : E ÝÑ F une application.
1. Soit pBjqjPJune famille de parties de F . Montrer que

f´1

˜

ď

jPJ

Bj

¸

“
ď

jPJ

f´1pBjq et f´1

˜

č

jPJ

Bj

¸

“
č

jPJ

f´1pBjq.

2. Soit pAiqiPIune famille de parties de E. Montrer que

f

˜

ď

iPI

Ai

¸

“
ď

iPI

fpAiq et f

˜

č

iPI

Ai

¸

Ă
č

iPI

fpAiq

3. Proposer un exemple pour lequel l’inclusion précédente est stricte.
4. Montrer que cette inclusion est une égalité lorsque f est supposée injective.

Exercice 24 •◦◦◦ Soit E et F deux ensembles et f : E ÝÑ F et
g : F ÝÑ E deux applications. On suppose f ˝g ˝f bijective. Montrer que f et g le sont
aussi.

Exercice 25 •◦◦◦ Soit E un ensemble et f : E ÝÑ E une application.
On suppose que f ˝ f “ f et que f est injective ou surjective. Montrer que f “ IdE .

Exercice 26 ••◦◦ Soit E, F et G trois ensembles. Soit f : E ÝÑ F et
g : E ÝÑ G des applications. Considérons l’application

h : E ÝÑ F ˆ G, x ÞÝÑ pfpxq, gpxqq.

1. Montrer que si f ou g sont injectives, alors h aussi. La réciproque est-elle vraie ?
2. Montrer que si h est surjective, alors f et g aussi. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 27 ••◦◦ Soit E un ensemble non vide, A,B P PpEq et f
l’application définie par

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

PpEq ÝÑ PpEq ˆ PpEq

X ÞÝÑ pX Y A,X Y Bq

1. Montrer que f n’est pas surjective.
2. Montrer que f est injective si et seulement si A X B “ H.

Exercice 28 •••◦ Caractérisations de l’injectivité et de la surjectivité
Soit E et F deux ensembles et f P FE .
1. a. On suppose E non vide. Montrer que f est injective si et seulement si f

admet un inverse à gauche, i.e. il existe g P EF tel que g ˝ f “ IdE .
b. Montrer que f est surjective si et seulement si f admet un inverse à droite,

i.e. il existe g P EF tel que f ˝ g “ IdF .
2. a. On suppose E non vide. Montrer que f est injective si et seulement si f est

simplifiable à gauche, i.e.

@H, @h, h1 P EH , f ˝ h “ f ˝ h1 ùñ h “ h1.

b. Montrer que f est surjective si et seulement si f est simplifiable à droite, i.e.

@H, @h, h1 P HF , h ˝ f “ h1 ˝ f ùñ h “ h1.

Exercice 29 •••◦ Caractérisation de l’injectivité et de la surjectivité (bis)
Soit E et F deux ensembles et f P FE .
1. a. Pour une partie A de E, comparer A et f´1pfpAqq. Faire un dessin !

b. Pour une partie B de F , comparer B et fpf´1pBqq. Faire un dessin !
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective ;
(ii) @A P PpEq, f´1pfpAqq “ A ;
(iii) @A,A1 P PpEq, fpA X A1q “ fpAq X fpA1q ;
(iv) @A P PpEq, fpAEAq Ă AF fpAq.

3. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est surjective ;
(ii) @B P PpF q, f

`

f´1pBq
˘

“ B ;
(iii) @A P PpEq, fpAEAq Ą AF fpAq.

4. Montrer que f est bijective si et seulement si, pour tout A P PpEq,

@A P PpEq, fpAEAq “ AF fpAq.

Exercice 30 ••◦◦
1. Si une application est injective sur deux parties de son ensemble de définition,

l’est-elle sur leur réunion ?
2. Soit f : E ÝÑ F une application et pAnqnPN une suite de parties de E, croissante

pour l’inclusion et telle que E “
ď

nPN
An. Montrer que si f |An

est injective, pour

tout n P N, alors f l’est sur E.
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Exercice 31 •••◦ Soit f et g deux bijections de Z sur Z. Montrer que
l’application fg n’est pas une bijection de Z sur Z.

Exercice 32 •••◦
1. Soit E un ensemble et f : E ÝÑ PpEq une application. Montrer que f n’est pas

surjective. On pourra considérer l’ensemble tx P E | x R fpxqu.
2. En déduire que l’on ne peut pas considérer « l’ensemble de tous les ensembles ».

Exercice 33 •••◦ Mines-Ponts MP 2022
Soit E “ t1, . . . , nu et F “ PpEq. Montrer qu’il existe une unique bijection g de F
dans F telle que gpF q X F “ H, pour tout F P F .

Indications
Exercice10.Procéderparanalyse-synthèse.

Élémentsderéponses
Exercice2.1.AXB.2.AYB.3.AXBXC.4.AYBYC.
Exercice5.1.A,HetA.
Exercice7.1.s´1,1r.2.r´1,1s.

Exercice8.AĂBetBĆA,puisque
ε

kpk`1q
“

ε

k
´

ε

k`1
et0PB.

Exercice10.1.L’ensembledessolutionsest
"

HsiAĆB
tXPPpEq|BzAĂXĂBusiAĂB.

2.L’ensembledessolutionsest
"

HsiBĆA ␣

XPPpEq
ˇ

ˇ

BĂXĂBYA
(

siBĂA.

Remarque:larésolutiond’unedeséquationssedéduitdecelledel’autreparpassage
aucomplémentaire!

Exercice11.a.PpEq“tH,t1uu,PpFq“tH,t1u,tπu,t1,πuuet
PpPpEqq“tH,tHu,tt1uu,tH,t1uuu.
b.PpEqĂPpFq,danslamesureoùEĂF!

Exercice12.1.Vrai.2.Vrai.3.Faux.4.Vrai.5.Faux.6.Faux.7.Vrai.8.Vrai.
Exercice14.2.a.Vrai.2.b.Seulel’inclusionPpAqYPpBqĂPpAYBqestvraieen

général.

Exercice16.1.a1Aď1B.1.b1A1B“0.1.ap@iPJ1,nK,1Ai‰0qet
nÿ

i“1

1Ai“1.

Exercice17.1.fpAq“s1,`8retf
´1

pBq“s´8,´1sYr1,`8r.
2.fpAq“s0,`8retf

´1
pBq“H.

3.fpAq“
␣

1
n2

ˇ

ˇ

nPN
˚
(

etf
´1

pBq“s´8,´1rYs1,`8r.

Exercice18.1.fpAq“r2,`8retf
´1

pBq“Dp0,1q.
2.fpAq“t1uetf

´1
pBq“Dp0,1qzt0u.3.fpAq“r0,2setf

´1
pBq“Dp0,2qzDp0,1q.

Exercice19.a.Cardf
´1

ptyuq“

$

&

%

0si|y|ą1
1siyPt0,˘1u

2si0ă|y|ă1
.b.Non.c.Oui.

Exercice20.1.LaréciproqueestxÞÝÑ
3x´2

x`1
.2.LaréciproqueestxÞÝÑ

1´4x

5x`3
.

3.LaréciproqueestxÞÝÑ
x

x`1
.

Exercice21.1.a.Surjectiveetnoninjective.1.b.Injectiveetnonsurjective.
1.c.Bijective.1.d.Noninjectiveetnonsurjective.
2.Bijectionde

␣

px,yqPR
2
ˇ

ˇ

xě1
(

sur
␣

px,yqPR
2
ˇ

ˇ

y´x`1ě0
(

etbijectionde ␣

px,yqPR
2
ˇ

ˇ

xď1
(

sur
␣

px,yqPR
2
ˇ

ˇ

y´x`1ě0
(

.
Exercice22.festinjectiveetnonsurjective,gestsurjectiveetnoninjectiveetg˝f“IdN

estnotammentbijective.
Exercice33.Clairementl’involutionAÞÝÑAdeFconvient.Ils’agitdoncdemontrerqu’il

n’yenapasd’autre!
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