33 | Espaces préhilbertiens réels

Cahier de calcul : fiche 32. Banque CCINP : exercices 4, 5, 19, 20, 25, 23 et 24.

Produits scalaires et inégalités

— Exercice 1 €000 mmm— Montrer que les applications suivantes définissent des
produits scalaires sur les espaces considérés.

1. L'application (f, ) / F@O)g(t) (1 — ) dt sur €(]0, 1], R).

2. L’application (f,g) — / f'(t)g'(t)dt sur €1([0, 1], R).

3. L’application (P, Q) — P(0)Q( P'(1)Q'(1) +

+ P"(2)Q"(2) sur Ro[X].

- Exercice 2 eococo === Norme et distance euclidienne

1. Montrer que le norme et la distance euclidienne d’un espace préhilbertien (E, (-, ))
définies & la définition 10 sont respectivement une norme et une distance au sens
des définitions de la remarque 11.

2. Plus généralement, montrer que, pour toute norme N sur un K-espace vectoriel F,
lapplication (z,y) —> N(z — y) définie une distance sur E.

— Exercice 3 eeco = Généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Montrer que l'inégalité de Cauchy-Schwarz reste valable pour une forme bilinéaire
symétrique positive sur un R-espace vectoriel.

2. En déduire que, pour toutes variables aléatoires réelles finies X et Y,
Y)| < VE(X2)\E(Y?) et

3. Montrer que si X est une variable aléatoire réelle finie centrée, alors

|Cov(X,Y)| < o(X)o(Y).

E(1X]) < vV V(X).
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= Exercice 4 eocoo === [ Banque d’exercices CCINP 2025 (76)
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (-, -), pour lequel on note
||I-]| la norme associée.

1. a. Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

b. Dans quel cas a-t-on égalité 7 Le démontrer.

2. Soit E ={f€%([a,b],R)|Vxe[a,b], f(x)> 0}. Prouver que I'ensemble

{/f s [ feE}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

= Exercice 5 eooo === [ Banque d’exercices CCINP 2025 (79)
Soit a et b deux réels tels que a < b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R. Démontrer I'implication
b
/ h(z)de =0 == h=0.
a
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] dans R. On pose,

b
V(f.g) € B2 (f.g) = / f(@)g(z) dz

Démontrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer / v/ze~® dz en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

— Exercice 6 eee0 = @ Inégalité de Kosmanek
Soit (£2,P) un espace probabilisé fini et A, B € £(Q).

B)| < ¢P<A>P(Z)P<B>P(§)-
(ARB)| < |

3. Retrouver 'inégalité précédente en considérant Cov(14,1p).

1. Montrer l'inégalite |P(An B) —

2. En déduire I'inégalité de Kosmanek |P(An B)—
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- Exercice 7 eocoo == Quelques inégalités Soit n € N*.

P
1. Montrer que, pour tout p € N, Z (Z) <A/2°(p+1).

k
k=1 2

A quelle condition cette inégalité est-elle une égalité ?

n 2 n
x 1
2. Montrer que, pour tous z1,...,Z, € R, <Z k) < 3 Z xﬁ

3. Montrer que, pour tous réels ai,...,a, et pour tout o € &,

n
Z Gito(i) < ) af-
i=1 i=1
4. Montrer que, pour tout (x1,...,x,) € R™,

1+ ...+, 2<$§+...+3§%
n h n '

n n
1
n 2
5. a. Montrer que, pour tout (z1,...,2,) € (R";) , n° < (Z}l aa) (Z xz>
im
n

1 n
b. Déterminer le minimum de (Z ) (Z ) lorsque (z1,...,x,) parcourt

n i=1
®1)"
6. Montrer que, pour tous A, B € .#,(R) et X,Y € 4,1 (R),

(XTATBY)? < (XTATAX)(YTBTBY).

= Exercice 8 ecoco === Soit f € ([0, 1],R) strictement positive. On pose
1

VneN, I,= / t" f(t) dt.
0

Montrer que, pour tous n,p € N, In+p 1o, 15,

= Exercice 9 o¢ee0 === Q¥
On pose, pour tout n € N,

1
:/ fO"gt)dt et wu, = ntl
0 Qn

1. Montrer que la suite (uy,)

Soit f,g € €([0,1],R) strictement positives.

nen €St majorée.

2. Etudier la monotonie de la suite (u,), y via 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3. Montrer que la suite ({/a,), _, converge, grace au théoréme de Cesaro.

eN
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= Exercice 10 eeeo === Inégalité de Selberg Soit E un espace préhilbertien
n

réel, eq,...,e, € E non nuls et x € E. On pose o), = Z|<ek,ei>|, pour tout k € [1,n].
i=1

1. Montrer que, pour tous Aq,..., A\, € R,

2 n
2
k=1

,An € R,

2. En déduire que, pour tous Aq, ...

D Ml e <l
k=1

3. En déduire 'inégalité de Selberg

Z {x, 6k> ” '

— Exercice 11 o000 == @ Réseaux de R" (ENS PLSR MP 2022)
On munit R™ de la norme euclidienne canonique. Une partie A de R™ est appelée un
L-groupe lorsqu’elle forme un sous-groupe de R" tel que Vect(A) = R™ et tel que, pour
tous z € R" et r € R¥, A n B(z,r) est fini, ou B(z,r) = {y e R" | ||y — x| < r}.

1. Que dire dans le cas n = 1.

2. Soit e = (eq,...,eyn) une base de R™. On pose

L. ={a1e1 +...+ane, | (a1,...,a,) € Z"}.

a. Montrer que L, est un L-groupe.
b. Soit e et ¢ deux bases de R™. A quelle condition a-t-on L, = Le ?

Orthogonalité

— Exercice 12 ee00 — &
Orthonormaliser grace a l'algorithme de Gram-Schmidt les familles suivantes.

1. ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) dans I'espace euclidien canonique R3.

2. (t— 1,t —> t,t —> [t]) dans €([—1,1],R) muni du produit scalaire

1
(f.9) — / Fate)ae
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= Exercice 13 €000 === @

1. On munit R* de sa structure euclidienne canonique.
r+2z+t=0
r—y+z=0.
b. Déterminer une base orthonormale de I'orthogonal du plan d’équation

a. Déterminer une base orthonormale du plan d’équation {

r+y—z+t=0
r—2y+3z2—1t=0.

2. Déterminer une base de R;[X]* pour le produit scalaire de R3[X] défini par

(P,Q) «— 1 1 P(H)Q(t) dt.

= Exercice 14 ee00 === Une famille de polynémes orthogonaux On pose

27

VP,Q e R[X], (P,Q)= ; P(cos0)Q(cos 6)do.

1. Montrer que {-,-) définit un produit scalaire sur R[X].

2. Montrer que la famille (7,) des polynoémes de Tchebychev est orthogonale.

neN

= Exercice 15 ee00 === @  Soit E un espace préhilbertien réel et ey, ..., e, des
n
vecteurs unitaires de £. On suppose que, pour tout = € E, ||;13||2 = Z(m, ek>2.
k=1

1. Montrer que la famille (eq,...,e,) est orthonormale.

2. Montrer que (eq, ..., e,) est une base de E. En particulier, E est donc euclidien.
— Exercice 16 0000 = Q&
1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et % une base de E. Montrer que
P est orthonormale pour un et un seul produit scalaire sur E.

2. Déterminer une expression explicite de 'unique produit scalaire sur R? pour lequel
la famille ((1,2),(2,1)) est orthonormale.

= Exercice 17 000 Soit E un espace euclidien ainsi que f et g deux
endomorphismes de F qui commutent. On suppose que les matrices de f et de g dans
une base orthonormale de F sont respectivement symétrique et antisymétrique.

Montrer que
VeeE, {(f(z) g(z)) =0

puis que

Vee B, |[(f —g)@)| = I(f+9) (@)l
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= Exercice 18 0000 === @
Soit F un espace préhilbertien réel et uq, ..

n
2
i=1

Revenant au cas général, on veut montrer que, pour certains €1, ...

n
2, e
i=1

On se donne pour cela des variables aléatoires Ry, ..., R, définies sur un méme espace
probabilisé fini, indépendantes et de méme loi la loi de Rademacher.
2

., U, des vecteurs de F unitaires.

1. Calculer sous ’hypothése que uq, ..., u, sont orthogonaux.

yEn € {_1a 1}7

< 4/n.

n

Z Riui

i=1

2. Calculer I'espérance de , puis conclure.

— Exercice 19 ecoo == Banque d’exercices CCINP 2025 (77)
Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que (AL)L = A.
2. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
a. Démontrer que (F + Q)" = F+ ~ G
(Cette égalité est valable en dimension quelconque.)
b. Démontrer que (F n G)*t = F+ + G-
(Quelle inclusion reste valable en dimension quelconque ?)

= Exercice 20 eooo === [ Banque d’exercices CCINP 2025 (92) Soit n € N*.
On considére E = .#,(R) Pespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. On pose

V(A,B)e E?, (A,B)=tr(A"B).

1. Prouver que ¢, -) est un produit scalaire sur E.

2. On note respectivement .7, (R) et o,(R) 'ensemble des matrices symétriques et
des matrices antisymétriques de E.

a. Prouver que F = .7, (R) ® #,(R).
b. Prouver que <, (R)* = .7, (R).

3. Soit F' I’ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F*.
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= Exercice 21 o000 == Q Contre-exemple en dimension infinie
On munit €([0,1],R) du produit scalaire intégral

1

(f,g9) — [ f(t)g(t)dt.

0

Montrer 1’égalité F+ = {0} dans chacun des cas suivants.

1. Fi = {fe (0,1l R) | f(0)=0}. 2. F=%"(0,1],R).

—— Exercice 22 eee0 —— Familles obtusangles (Mines-Ponts MP 2022)
Soit (2i),<;<, une famille de vecteurs de R" muni de sa structure euclidienne canonique
telle que {z;,z;) < 0, pour ¢ # j. On pose

P P
T = Z Nz, et y= Z\)\sz
i=1 i=1

ou les \; sont des réels.

1. Comparer ||z et ||y]|.
Montrer que si x = Ogn, alors les A; sont tous nuls ou tous non nuls.
Montrer que toute sous-famille a p — 1 vecteurs des x; est libre.

Donner un exemple d’une telle famille dans R? avec p = 3.

LAl

Montrer qu’il existe une famille de n + 1 vecteurs de R™ vérifiant les hypothéses.

Projection orthogonale

= Exercice 23 ecoo === @ Banque d’exercices CCINP 2025 (81)
On définit sur .#(R) x .#>(R) Papplication ¢(A, A') = tr(AT A’) et on note

{5 )

On admet que ¢ est un produit scalaire sur .#%(R).

(a,b)eRz}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de .#%(R).

2. Déterminer une base de FL.

3. Déterminer la projection orthogonale de J = (} i) sur Ft .

4. Calculer la distance de J a F.
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= Exercice 24 ecoo == [ Banque d’exercices CCINP 2025 (82)

Soit F un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n
non nulle. On admet que, pour tout z € E, il existe un élément unique yo de F' tel que
x — yo soit orthogonal & F' et que la distance de x a F soit égale a ||z — yol|.

/ /
Pour tous A = (Z Z) et A = (Ccl, Z,>7 on pose (A, A" = aa’ + bb' + e’ +dd'.
1. Démontrer que {-, - est un produit scalaire sur .#5(R).
2. Calculez la distance de la matrice A = (_11 2) au sous-espace vectoriel F' des

matrices triangulaires supérieures.

= Exercice 25 o000 ===  Banque d’exercices CCINP 2025 (80)
Soit E V’espace vectoriel des applications continues et 27-périodiques de R dans R.

1 27
1. Démontrer que {f, gy = Py f(@)g(t) dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cosx et g : © —> cos(2z).
Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z — sin® x.

= Exercice 20 0000 ===

1. Dans l'espace R? muni de sa structure euclidienne canonique, on pose
F= {(m,y,z)eR?’ | z=x+y}

et on note p la projection orthogonale sur F. Déterminer la matrice de p dans la
base canonique.

2. On munit ., (R) de sa structure euclidienne canonique et on pose

) = 0}.

Déterminer une expression explicite de la symétrie orthogonale par rapport a F'.

F={Me MR | te(M

3. Dans l’espace euclidien canonique R%, on pose
F = {(x,y,zj) e R? | r=y et z= —t}

et on note p la projection orthogonale sur F. Déterminer la matrice de p dans la

base canonique.
2m

4. On munit €([0,27],R) du produit scalaire intégral (f, g) —> f)g(t)de. De-

0
terminer I'image de la fonction ¢ — sint par la symétrie orthogonale par rapport
aF =Vect(t— 1,t —>t).
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= Exercice 27 e000 === & Mines-Ponts MP 2022
L’espace #,(R) est muni de sa structure euclidienne canonique.

1. Déterminer 'orthogonal de .7, (R) dans ., (R).

2. Soit A € A, (R). Déterminer  inf ;i — Mj ;i 2,
(R) M, (R) K%:sn( . )

- Exercice 28 eo00 Mines—Eonts MP 2022

Soit n € N* et I'application ¢ : P —> Z(z" — P(i))? définie sur R,,_;[X].
i=0
1. L’application ¢ admet-elle un minimum ?

2. Calculer ce minimum.

—  Exercice 29 €00 === & Mines-Ponts MP 2022
1

Pour f,g € E, on pose B(f,g) = / (fg + f'g’).
0

1. Montrer que B définit un produit scalaire sur E.
Onpose F={feE| f(0)=f(1) =0} et G= {ge‘fz([O,I],R) |g” = g}.

Soit E = €1([0,1],R).

1L
2. Montrer que F'® G = E. Expliciter la projection orthogonale sur G.

3. Pour a,b e R, on pose E,, = {f € E| f(0) = a, f(1) = b}. Exhiber un élément f
de E, et montrer que E,, = fo + F. Donner la projection orthogonale de fy sur
G. A T’aide de la décomposition de fy déterminer

1
inf /0(f2+f'2).

f€Ea,p

— Exercice 30 0000 =— @

1. Soit F un espace euclidien de dimension non nulle, 77 un hyperplan affine de F de
direction H, a un vecteur normal unitaire de H et h € 5. Montrer que

Vee E, d(z, )= |{x—h,a)|.

2. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit & un plan de R? d’équa-
tion ax + by + cz = d, avec a, b, c,d € R. Montrer que

_awar + byn + czar — d|

W = e

VM = (zar,ym, 2m) € R,
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= Exercice 31 e000 === ¥ Matrice et déterminant de Gram
Soit F un espace préhilbertien réel.

1. Soit z1,...,x, € E. On appelle matrice de Gram de la famille (x4, ...
matrice

, Ty la

G(z1,...,2n) = (i, %j)) 1 <; jen € Hn(R)

et on note I'(z1,...,x,) son déterminant. On se donne une base orthonormale %

de Vect(z1,...,2,) et on pose A = Matg((z1,...,25))-
a. Exprimer la matrice de Gram de (x1,...,z,) en fonction de A, puis montrer
que I'(z1,...,2,) = 0.

b. Montrer que Ker (ATA) = Ker A. En déduire que la famille (z1,...,2,) a le
méme rang que G(z1,...,%,).

c. En déduire que I'(z1,...,2,) = 0 si et seulement si (x1,...,x,) est liée.

d. Montrer que si x,, est orthogonal aux vecteurs x1,...,x,_1, alors

(21, 2n) = D@1, .. 2n1) X ||z

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, (fi,..., f,) une base quel-
conque de F' et x € E. On note p la projection orthogonale sur F.

a. Montrer que
F(flv"'vfnax) = F(flvvfn) X ||fE —p(l’)”Q

b. En déduire que

F(fh .. .,fn,x)
(1,

vfn) .

d(z, F)

= Exercice 32 eeco === Une caractérisation des projecteurs orthogonaux
Soit E un espace préhilbertien réel.

1. Montrer que, pour tous x,y € E,

xly <= (VteR, |z+tyll=|=z]).

On se convaincra d’abord que le résultat est vrai sur une figure.
2. Soit p un projecteur de F.

a. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors,
Vee E, |p@)| <zl

b. Montrer que la réciproque est vraie.
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Indications
Exercice 6. 3. On pourra utiliser les résultats de ’exercice 3.
Exercice 9. 1. Appliquer le théoréme des bornes atteintes a f.
2. Majorer an+1 en fonction de ap et an42.
Exercice 11. 1. Il est temps de se remémorer la classification des sous-groupes additifs de

R. 2.b On pourra s’intéresser & une matrice de passage.
2

T — Z (z,eryex

k=1

Exercice 15. 2. Montrer que {ei,...,e,}" = {0z}, ou calculer , pour

tout r € F.

Exercice 16. Procéder par analyse-synthése et exprimer le produit scalaire cherché via la
base duale de A.

Exercice 18. 1l y a de la bilinéarité et de la linéarité dans I’air...

Exercice 21. 1. Si g € Fi* que dire de t — tg(t) ?
2. Si g € F3, montrer qu’une primitive de g est dans E*.

Exercice ??. 1. Etablir que, pour P € R[X],si P(0) = P(1) = 0, alors (P, Q) = —(P,Q’"),
puis en déduire que Q; € R;_1[X]*, pour tout j > 1.

Exercice 30. Ramener d(z, #) a une distance d(..., H).
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Eléments de réponses

A/l — o—2
Exercice 4. 2. m = (b — a)2. Exercice 5. 3. 1Te
Exercice 9. 3. nl—l>rfoo Van = n1_1)111w Unp.

Exercice 11. 1. Les L-groupes de R sont les aZ, avec a > 0.
2.b La condition est P¢ ¢ GL,(Z).

Exercice 12. 1. (%(0,1,1),\/5(1,75,%),%(1,1,71)). 2. (ﬁ,\/gm,\/a.\ 7\/5)
Exercice 13. 2. Ry[X]*" = Vect(—5X® + 3X, —3X" +1).

1
9
Exercice 20. 3. F* est ’ensemble des matrices & diagonale nulle.

Exercice 16. 2. ((z,2'),y,y’) — = (bzy — 4zy’ — 4a'y + 5a'y/).

Exercice 23. 2. Z = (A, B) avec A = (1 01) et B = (0 1). 3.B. 4.4d(J,F)=1+/2.

0 - 1 0
Exercice 24. 2. Le projeté orthogonale de A sur F est ((1) (2)) et d(A,F)=1.

Exercice 25. z +— —1 cos(2x).

Exercice 26. 1. p(z,y,2) = 2z —y +2,—x + 2y + 2, + y + 22).

_2tr(M)

2.s(M)=M I,. 4. s(sin) = g — %Id—sin.

3.p(z,y,2,t) = S(x+y,z+y,z—tt—2).

Exercice 27. 1..7,(R)* = ,(R).
H=1L1(A+AT)et

2. Le projeté orthogonal de A sur .#, (R) est la matrice

D (aig—miy)? =d(A, LR = [A-H|* = > (ai; —az:)”

inf
M R
€7n®) ) iren

1<i,j<n
Exercice 29. 2. G = Vect(g1, g2), avec g1 : x — €” et go : x —> e~ *. On vérifie alors que
Gt = F et la projection orthogonale sur G est

_ef() - f(0)

e2—1

p:f

g1+

3. fo: z —> (b— a)x + a convient et E,; est le sous-espace affine de direction F

b— —e'b
passant par fo. On a alors p(fo) = 662 711191 + al 766_2 g2 et

: ! 2 2\ 2 2 (be—a)2 (a—be_1)2
it [+ 1) = o, = Il = G572 embe T

feEq b

Exercice 31. l.a G(x1,...,x,) = AT A.

Année 2025-2026


https://www.fenelonsaintemarie.org

