
29 Déterminants
Cahier de calcul : fiche 31. Banque CCINP : H.

Calculs de déterminants

Exercice 1 ••◦◦ ✓ Soit a, b, c, d P C. Factoriser les déterminants suivants.

1.

∣∣∣∣∣∣
a ´ b ´ c 2a 2a

2b b ´ c ´ a 2b
2c 2c c ´ a ´ b

∣∣∣∣∣∣. 2.

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c

b ` c c ` a a ` b

∣∣∣∣∣∣.

3.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a c c b
c a b c
c b a c
b c c a

∣∣∣∣∣∣∣∣. 4.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
5.

∣∣∣∣∣∣
b ` c c ` a a ` b
b2 ` c2 c2 ` a2 a2 ` b2

b3 ` c3 c3 ` a3 a3 ` b3

∣∣∣∣∣∣.

Exercice 2 ••◦◦ ✓ Soit a, b, x, a1, . . . , an P C.
Calculer les déterminants suivants.

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 ¨ ¨ ¨ an

a1 a1
. . .

...
...

. . . . . . a2
a1 ¨ ¨ ¨ a1 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.

∣∣∣∣∣∣∣
an

...
a1

∣∣∣∣∣∣∣. 3.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a1 ¨ ¨ ¨ a1
a1 a2 ¨ ¨ ¨ a2
...

...
a1 a2 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

4.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ` x 1 ¨ ¨ ¨ 1

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1
1 ¨ ¨ ¨ 1 1 ` x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

. 5.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a ` b a ¨ ¨ ¨ a

a a ` b
. . .

...
...

. . . . . . a
a ¨ ¨ ¨ a a ` b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

.

6.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1
1 1 0 0

0 1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 1 0

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

.
7.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ¨ ¨ ¨ 1
1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
1 0 1 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 ¨ ¨ ¨ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

.

Exercice 3 •◦◦◦ ✓ Calculer les déterminants suivants.

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣. 2.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣. 3.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1 0
0 ´4 3 0 0

´3 0 0 ´3 ´2
0 1 7 0 0
4 0 0 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Exercice 4 •◦◦◦ ✓ Calculer

∣∣∣∣∣∣
246 427 327
1014 543 443
´342 721 621

∣∣∣∣∣∣.

Exercice 5 ••◦◦ � ✓ Soit θ P R. Déterminer une expression de ∆n en
fonction de n P N˚ où

∆n “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 cos θ 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 2 cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Exercice 6 ••◦◦ ✓ Centrale MP 2022

1. Rappeler la formule de développement d’un déterminant par rapport à une ligne
ou une colonne. En déduire, pour tout A P MnpRq, une relation entre A, CompAq

et detpAq.

2. Soit A “ pai,jq1ďi,jďn P MnpRq avec

@pi, jq P J1 , nK2, ai,j “

$

&

%

2 si i “ j
´1 si |i ´ j| “ 1
0 sinon.

Calculer detpAq.

3. Soit A P MnpRq dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs, dont les

autres coefficients sont négatifs et tels que
n
ÿ

j“1

ai,j ą 0, pour tout i P J1 , nK.

a. Montrer que la matrice A est inversible.
b. Montrer que les coefficients de A´1 sont positifs.
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2 Déterminants

Exercice 7 ••◦◦ � ✓ Soit a, b, c P C avec a ‰ b. Pour tout x P C, calculer

Dpxq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c ` x a ` x ¨ ¨ ¨ a ` x

b ` x
. . . . . .

...
...

. . . . . . a ` x
b ` x ¨ ¨ ¨ b ` x c ` x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

.

Exercice 8 ••◦◦
1. Que peut-on dire de l’inversibilité d’une matrice antisymétrique ?
2. Soit A P A2npCq antisymétrique et x P C. On note J la matrice carrée de taille 2n

dont tous les coefficients valent 1.

a. Déterminer la valeur de

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 ¨ ¨ ¨ 1

´1
... A

´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

b. En déduire que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 ¨ ¨ ¨ 1

´x
... A

´x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ “ detA.

c. En déduire que detpA ` xJq “ detpAq.

Exercice 9 •••◦ Soit n P N et P un polynôme de CrXs de degré k avec
n ě k ` 2. Montrer que le déterminant d’ordre n

D “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P p1q P p2q . . . P pnq

P p2q P p3q . . . P pn ` 1q

...
...

...
P pnq P pn ` 1q . . . P p2n ´ 1q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est nul. On pourra utiliser l’application ∆ définie par ∆pP q “ P pXq ´ P pX ´ 1q.

Exercice 10 •••◦ � ✓ Matrice de Vandermonde incomplète
Pour tout k P J0 , nK, calculer le déterminant

Dk “

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 ¨ ¨ ¨ xk´1

1 xk`1
1 ¨ ¨ ¨ xn

1
...

...
...

...
...

1 xn ¨ ¨ ¨ xk´1
n xk`1

n ¨ ¨ ¨ xn
n

∣∣∣∣∣∣∣.

Exercice 11 ••◦◦ Retrouver l’expression du déterminant de Vandermonde
en utilisant uniquement des opérations élémentaires.

Exercice 12 •••◦ � ✓ Déterminant d’une matrice circulante
1. Soit a, b, c P C. On pose

M “

¨

˝

a b c
c a b
b c a

˛

‚ et J “

¨

˝

1 1 1
1 j j2

1 j2 j

˛

‚.

a. Montrer que detpJq ‰ 0.
b. Calculer detpMJq et en déduire detpMq.

2. Même question avec la matrice, dite circulante,

M “

¨

˚

˚

˚

˝

a1 a2 ¨ ¨ ¨ an
an a1 ¨ ¨ ¨ an´1

...
...

. . .
...

a2 a3 ¨ ¨ ¨ a1

˛

‹

‹

‹

‚

et J “

´

ωpi´1qpj´1q
¯

1ďi,jďn
,

où a1, . . . , an P C et ω “ e2iπ{n.

Exercice 13 ••◦◦ � ✓ Mines-Ponts MP 2022
1. Soit m P N. Montrer qu’il existe un unique polynôme P P RmrXs tel que

@x P R, cospmxq “ P pcosxq.

2. Soit n P N˚ et pa1, . . . , anq P Rn. Calculer le déterminant de la matrice

pcosppk ´ 1qalqq1ďk,lďn.

Exercice 14 •••◦ � Mines-Ponts MP 2022
1. Soit p P N˚, a1, . . . , ap des réels non tous nuls et b1 ă . . . ă bp.

Montrer que fp : x ÞÝÑ

p
ÿ

i“1

ai e
bix s’annule au plus p ´ 1 fois.

2. Soit α1 ă . . . ă αn et β1 ă . . . ă βn des réels. Montrer que det
`

eαiβj
˘

1ďi,jďn
ą 0.

Exercice 15 •◦◦◦ ✓ Soit n et p deux entiers non nuls avec n ą p.
Que vaut detpABq pour A P Mn,ppKq et B P Mp,npKq ?
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Déterminants 3

Exercice 16 •◦◦◦ Soit A,B P MnpCq. Montrer l’égalité∣∣∣∣A B
B A

∣∣∣∣ “ detpA ` BqdetpA ´ Bq.

Exercice 17 ••◦◦ Mines-Ponts MP 2022 Soit A,B,C,D P MnpKq.

On pose M “

ˆ

A B
C D

˙

et on suppose que A et C commutent. Montrer l’égalité

detpMq “ detpAD ´ CBq

en se limitant au cas A inversible (le cas général – A quelconque – nécessite le programme
de 2e année a priori).

Exercice 18 ••◦◦
1. Soit A,B,C,D P MnpCq.

Quel produit matriciel pour transformer
ˆ

A C
B D

˙

en
ˆ

A ` 2B C ` 2D
B D

˙

?

Comparer leurs déterminants.
2. Montrer que, pour tous A,B P MnpCq,∣∣∣∣In B

A In

∣∣∣∣ “ detpIn ´ ABq “ detpIn ´ BAq.

Exercice 19 ••◦◦ � Mines-Ponts MP 2022
1. Soit A et B dans MnpRq telles que AB “ BA. Montrer que det

`

A2 ` B2
˘

ě 0.

2. Trouver A et B dans GLnpRq telles que AB “ BA et det
`

A2 ` B2
˘

“ 0.

3. Trouver A et B dans MnpRq telles que det
`

A2 ` B2
˘

ă 0.

Exercice 21 ••◦◦ ✓ Un critère d’inversibilité dans MnpZq

Soit A P MnpZq. Donner une condition nécessaire et suffisante sur detpAq pour que A
soit inversible dans MnpZq.

Déterminants d’un endomorphisme

Exercice 22 ••◦◦ � ✓ Mines-Ponts MP 2022
Calculer le déterminant et la trace de l’endomorphisme A ÞÝÑ AJ de MnpKq.

Exercice 23 ••◦◦
1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f P LpEq. Que peut-on dire de

dimE si f2 “ ´ IdE ?
2. a. Proposer un exemple d’endomorphisme f de R2 pour lequel f2 “ ´ IdR2 .

b. Même question avec R2n à la place de R2.
3. Proposer un exemple d’endomorphisme f de Cn pour lequel f2 “ ´ IdCn .

Exercice 24 ••◦◦ � ✓ Mines-Ponts MP 2022 Soit f P L
`

R2
˘

.
On suppose qu’il existe une base B de R2 de la forme px, fpxqq et qu’il existe un entier
n ě 2 tel que fn “ IdR2 .

1. Montrer que MatBpfq s’écrit sous la forme
ˆ

0 a
1 b

˙

avec a “ ˘1.

2. On admet le résultat de cette question qui relève du programme de deuxième année
et on pourra vérifier que P est un polynôme annulateur de MatBpfq.
Montrer que P “ X2 ´ bX ´a divise Xn ´1 et que P est à racines simples dans C.

3. On suppose que les racines de P sont complexes non réelles. Déterminer a et montrer
que b P s´2 , 2r. On pose θ “ Arccospb{2q, exprimer fk en fonction de f , IdR2 , k et
θ.

Exercice 25 •••◦ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ě 1
et u, v P LpEq. On suppose que u et v commutent et que v est nilpotent.
1. Montrer que Im v est stable par u.
2. En déduire la forme des matrices de u et v dans une base de E adaptée à Im v.
3. Montrer par récurrence sur n que detpu ` vq “ detpuq.

Applications

Exercice 26 ••◦◦ Formules de Cramer Soit A P GLnpKq et B P Kn.
On note Y l’unique solution du système AX “ B. Pour tout j P J1 , nK, en notant Aj la

matrice obtenue en remplaçant la je colonne de A par B, montrer que Yj “
detpAjq

detpAq
.

R. Basson – Lycée Fénelon Sainte-Marie – MPSI Année 2025–2026

https://www.fenelonsaintemarie.org


4 Déterminants

Exercice 27 ••◦◦ Deux matrices réelles semblables sur C le sont sur R
Soit A,B P MnpRq. On suppose que A et B sont semblables sur C.
1. Montrer qu’il existe deux matrices U, V P MnpRq pour lesquelles la matrice U ` iV

est inversible et pour lesquelles AU “ UB et AV “ V B.
2. Montrer que la fonction z ÞÝÑ detpU ` zV q de C dans C est polynomiale et non

identiquement nulle.
3. En déduire que A et B sont semblables sur R.

Exercice 28 ••◦◦ ✓
On note MnpZq l’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients entiers.
1. Montrer que detpMq est un entier relatif, pour tout M P MnpZq.
2. a. Soit A,B P MnpZq et p P N˚ tels que aij ” bij rps, pour tous i, j P J1 , nK.

Comparer detpAq et detpBq.

b. La matrice M “

¨

˚

˝

1 2 3 5
3 ´1 1 2
0 6 2 1
3 ´6 3 4

˛

‹

‚

est-elle inversible ?

3. Soit p P P. On note M la matrice carrée de taille p définie par mij “

ˆ

p

|j ´ i|

˙

,

pour tous i, j P J1 , pK. Montrer que M est inversible en raisonnant modulo p.
4. Soit M P MnpZq. On suppose que les coefficients diagonaux de M sont nuls et que

ses autres coefficients valent tous ˘1.
a. Calculer detpMq modulo 2 .
b. En déduire que dimpKerMq ď 1.

5. On se donne de 2n ` 1 objets de masses inconnues x1, . . . , x2n`1 et on suppose
que quand on met de côté l’un quelconque de ces objets, il est toujours possible de
séparer les 2n objets restants en deux tas de n objets de masses totales identiques.
Que peut-on dire des masses x1, . . . , x2n`1 ?

Exercice 29 ••◦◦ � X MP 2022
Soit n un entier naturel pair et M P MnpRq de diagonale nulle et dont tout coefficient
hors-diagonale vaut 1 ou ´1. Montrer que M est inversible.

Exercice 30 •◦◦◦ ✓ Équation cartésienne d’un plan
1. Justifier que l’ensemble F des triplets px, y, zq de R3 qui vérifient x ` y ´ z “ 0 est

un espace vectoriel et en donner la dimension et une base.
2. On pose u “ p1, 1,´1q, v “ p2, 0, 1q et F “ Vectpu, vq. À l’aide du déterminant,

expliciter trois réels a, b et c tels que F soit l’ensemble des triplets px, y, zq de R3

qui vérifient ax ` by ` cz “ 0.

Exercice 31 ••◦◦ Alignement et cocyclicité
1. Soit M1,M2 et M3 trois points du plan R2 avec Mi “ pxi, yiq, pour tout i P J1 , 3K.

a. Quelle est l’équation générale d’une droite affine de R2 ?

b. Montrer que M1,M2 et M3 sont alignés si et seulement si

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0.

2. Soit M1,M2,M3 et M4 quatre points du plan R2 avec Mi “ pxi, yiq, pour i P J1 , 4K.
a. Montrer que tout cercle de R2 a une équation de la forme x2`y2`bx`cy`d “ 0

avec b, c, d P R. Réciproquement, à quelle condition nécessaire et suffisante une
telle équation décrit-elle un cercle ?

b. Montrer que M1,M2,M3 et M4 sont cocycliques ou alignés si et seulement si∣∣∣∣∣∣∣∣
x2
1 ` y21 x1 y1 1

x2
2 ` y22 x2 y2 1

x2
3 ` y23 x3 y3 1

x2
4 ` y24 x4 y4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ 0.

Divers

Exercice 32 ••◦◦ � Soit M P MnpRq à coefficients tous égaux à 1 ou ´1.
Montrer que detM est un entier divisible par 2n´1.

Exercice 33 ••◦◦ � Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n
non nulle, f P LpEq et B une base de E. Montrer que, pour tous x1, . . . , xn P E,

n
ÿ

k“1

detBpx1, . . . , xk´1, fpxkq, xk`1, . . . , xnq “ trpfqdetBpx1, . . . , xnq.

Exercice 34 •••◦ ✓ Quelques propriétés de la comatrice
Soit n un entier supérieur ou égal à 2.
1. Déterminer le rang de ComA en fonction de celui de A P MnpKq.
2. Pour tout A P MnpKq, montrer que

detpComAq “ pdetAqn´1.

3. Pour tout A P MnpKq, montrer que

CompComAq “ pdetAq
n´2

A.
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Exercice 35 ••◦◦ � ✓ Soit A une matrice inversible de MnpKq.
Résoudre dans MnpKq l’équation A “ CompXq.

Exercice 36 •••◦ � Mines-Ponts MP 2022
Soit n ě 2. On note D l’ensemble des matrices M de MnpCq vérifiant

@pi, jq P J1 , nK2, i ´ j ” 1 r2s ùñ mi,j “ 0.

1. Montrer que D est un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de MnpCq.
2. Soit M P GLnpCq. Montrer que M P D si et seulement si CompMq P D.

Exercice 37 •••◦ � ✓ ENS PLSR MP 2022 Calculer
ÿ

σPSn

εpσq

vpσq ` 1
,

où, pour σ P Sn, εpσq désigne la signature de σ et vpσq son nombre de points fixes.

Exercice 38 •••• � ENS PLSR MP 2022
On note SLnpRq le groupe des matrices de déterminant 1 de MnpRq. Si φ est un mor-
phisme de groupes de SL2pRq dans GLnpRq montrer que φ est à valeurs dans SLnpRq.
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Indications
Exercice 5. Déterminer une relation de récurrence linéaire vérifiée par la suite p∆nqně1.
Exercice 7. On pourra commencer par montrer que D est une fonction affine.
Exercice 10. On pourra relier Dk à un mineur d’un déterminant bien choisi.
Exercice 12. 1. On pourra introduire P “ a ` bX ` cX2 et exprimer les coefficients de MJ à

l’aide de certaines évaluations de P , en ayant au préalable factorisé dans chaque colonne
par un nombre complexe ad hoc.

Exercice 13. 2. On pourra s’intéresser au degré et au coefficient dominant du polynôme obtenu
à la question 1 et se ramener à un déterminant de Vandermonde.

Exercice 14. 1. On pourra procéder par récurrence. 2. Commencer par établir que
det

`

eαiβj
˘

1ďi,jďn
‰ 0, puis procéder par récurrence.

Exercice 19. 1. Comment factorise-t-on a2
` b2 dans C ?

Exercice 22. On pourra se rappeler que la transposition est une involution...
Exercice 24. 3. P est un polynôme annulateur de f .
Exercice 29. On pourra raisonner modulo 2.
Exercice 32. Comment faire apparaitre des multiples de 2 par opérations élémentaires ?
Exercice 33. Il est temps de se remémorer le théorème 10 !
Exercice 35. On pourra exploiter les résultat de l’exercice 34.
Exercice 36. On pourra introduire la matrice J “ diagp1,´1, 1,´1, ...q et s’intéresser au pro-

duit JMJ , pour M P MnpCq.
Exercice 37. On pourra faire apparaître une intégrale et se ramener à un calcul de déterminant.
Exercice 38. On peut commencer par montrer, en s’inspirant de l’algorithme du pivot, que

les matrices
ˆ

1 x
0 1

˙

et
ˆ

1 0
x 1

˙

engendrent SL2pRq, puis réaliser ces matrices comme

des commutateurs, i.e. des produits de la forme ABA´1B´1, en s’aidant de la matrice
ˆ

2 0
0 1{2

˙

.

Éléments de réponses
Exercice 1. 1. pa ` b ` cq

3. 2. 0. 3. pa ` b ´ 2cqpa ` b ` 2cqpa ´ bq
2.

4. pa ´ bqpa ´ cqpa ´ dqpb ´ cqpb ´ dqpc ´ dq. 5. 2abcpa ´ bqpb ´ cqpc ´ aq.
Exercice 2. 1. a1pa1 ´ a2q

n´1. 2. p´1q
npn´1q{2a1 . . . an “ p´1q

tn{2ua1 . . . an.
3. a1pa2 ´a1qpa3 ´a2q . . . pan ´an´1q. 4. px`nqxn´1. 5. pna`bqbn´1. 6. 1`p´1q

n`1.
7. 2 ´ n.

Exercice 3. 1. det “ ´1. 2. det “ 96. 3. det “ 186.
Exercice 4. det “ ´29 400 000.

Exercice 5. ∆n “

$

’

&

’

%

pn ` 1q si θ ” 0 r2πs

p´1q
n

pn ` 1q si θ ” π r2πs

sinppn ` 1qθq

sin θ
sinon.

Exercice 6. 2. detpAq “ n ` 1.

Exercice 7. Dpxq “
1

b ´ a
pppc ´ aq

n
´ pc ´ bq

n
qx ` bpc ´ aq

n
´ apc ´ bq

n
q.

Exercice 10. Dk “

¨

˝

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăin´kďn

xi1 ¨ ¨ ¨xin´k

˛

‚ˆ
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq.

Exercice 12. 1.b. detM “ P p1qP pjqP pj2q, où P “ a ` bX ` cX2.

2. detpMq “

n´1
ź

k“0

P
´

wk
¯

, où P “

n´1
ÿ

k“0

ak`1X
k.

Exercice 13. 1. Tm “

tm{2u
ÿ

k“0

˜

m

2k

¸

`

X2
´ 1

˘k
Xm´2k (me polynôme de Tchebychev).

2. 2pn´1qpn´2q{2
ź

1ďiăjďn

pcospajq ´ cospaiqq.

Exercice 15. detpABq “ 0.
Exercice 21. detpAq “ ˘1, i.e. detpAq P UpZq.
Exercice 22. p´1q

npn´1q{2.
Exercice 24. 3. a “ ´1, les racines de P sont e˘iθ et,

pour tout k ě 1, fk
“

sinpkθq

sin θ
f ´

sinppk´1qθq

sin θ
IdR2 .

Exercice 28. 2.a detpAq ” detpBq rps. 2.b M inversible, car detpMq ı 0 r3s.
3. detpMq ” detpIpq ” 1 rps. 4.a detpMq ” pn ´ 1q r2s. 5. x1 “ . . . “ x2n`1.

Exercice 30. 2. x ´ 3y ´ 2z “ 0.

Exercice 34. 1. rgpComAq “

$

&

%

n si rgA “ n
1 si rgA “ n ´ 1
0 sinon.

Exercice 35. L’ensemble des solutions est
␣

λ
detA

ComA
ˇ

ˇ λ P K et λn´1
“ detA

(

.

Exercice 37. p´1q
n`1 n

n ` 1
.
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