26 | Séries numériques

Cahier de calcul : fiche 28.

Séries définies explicitement

= Exercice 1 eooco === Justifier que 0,99999999999999999... =

— Exercice 2 €000 == QW
Montrer que les séries suivantes Convergent et déterminer leur somme.

3. (eee) >\ In (Cos an) .

n=0 n=0

= Exercice 3 0000 ===

calculer leur somme :
2n m2’n+1

2 n;)m'

n=0

+00
= Exercice 4 000 === Pour tout a > 1, on pose (o) =

n=1

Va > 1, §w=(1—;><(a) ot i}c(_g_lz(l_%ll)g(a).

n=1

— Exercice 5 o000 == & Soit z € R\{—1}.
Etudier la convergence, et le cas échant la somme, de la série de terme général

1
(z+(=D(z+2)"

up () =

=— Exercice 6 0000 =——
Etudier la nature des séries suivantes en fonction du paramétre a € R.

1. ;0n81n<ﬁ>. 2. 7§0(\/n+ —/n) . 3. glexp(—lnan).

4. 214-0{2” 5. Zalnn

n=0 n=1 n=1
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Banque CCINP : exercices 9, 15, 30, 31 et 32.

Montrer que les séries suivantes convergent et

1
Z —. Montrer que
na

6. X 1- ()

= Exercice 7 000 ===  Déterminer la nature des séries suivantes.

1. R 2. Zsm( )
n=0 n>1 n>1

7.

3n+1\/ -1

(n—m)(n+7)

Z 3n +en3 3. 2

DY ﬁ 6. Zln(cos)

n=1 n=2 n=1
n?+n+1 (—1lval
nz>:1 ( n+1) 8. T;l( 3_1)' g'z n2+1

—— Exercice 8 ee00 === [ Séries de Bertrand
On appelle série de Bertrand toute série de la forme

N

w

Z % avec (a, f) € R%.
n

(e}
e () In

1 1
Pour tous a>1 et 8 € R, déterminer un réel > 1 pour lequel = o0 ()
nalnﬁn n— -+ ny

1 1
= o0 .
nY n—+o \ poln’n

Conclusion ?

. Pour tous a<1et 8 € R, déterminer un réel vy <1 pour lequel —

Conclusion ?
Supposons a = 1 et 3 < 0. A laide d’une minoration, montrer que la série diverge.

Supposons a =1 et 5 > 0.

1
a. Déterminer une primitive de f: ¢t +— PR sur |1, +oof.
n

E+1 k
b. Pour tout k > 3, montrer que / f@)dt < f(k) < f®)dt
k k—1

c. Conclure.
Enoncer une condition nécessaire et suffisante de convergence des séries de Bertrand.

— Exercice 9 ecoo == & Banque d’exercices CCINP 2025 (5)

1.

2. Déterminer la nature de la série Z

z,oun=2et aelR.

1
n(lnn)
a. Cas a < 0. En utilisant une minoration trés simple de u,, démontrer que la

série diverge.

b. Cas o > 0. Etudier la nature de la série.

On considére la série de terme général u,, =

1

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(x) = W
z(lnz

(e=(1+ 3)") et

2 (In(n? +n)’
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= Exercice 10 ee0co === Série géométrique dérivée, formule du bindbme négatif

1. Soit p € N et z € C. Montrer que la série Z nn—1)...(n—p+1)z""P, dite dérivée

nzp
pe de la série géométrique de raison z, converge si et seulement si |z| < 1.

2. Montrer que, pour tous p € N et z € C tels que |z| < 1,

!
p!

E — - _
nn—1)...(n—p+1)2" a i

3. En déduire la formule du binéme négatif : pour tous p € N et z € C tels que |z| < 1,
’LZOO <n + p) o 1
- —.
=\ »p (1 —z)p*

= Exercice 11 o000 == Somme de la série harmonique alternée

1. a. Ecrire la formule de Taylor reste intégral a l'ordre n € N* pour la fonction
t —> In(1 + ¢) entre 0 et z, pour tout z € |—1,400|.

b. En déduire
—1)k-1 Lo—1n
[
Lk o (141

n
2=,
k=

Vn e N¥,

1
t—1)"
c. Montrer que  lim ( ) dt = 0.

oo fo (1 + £t

+9% (_1)k71
d. En déduire la valeur de Z —

k=1

1 1
2. a. En remarquant que, pour tout k € N*, 7= / t*=1 d¢, montrer que
0

n _1 k 1 _ n __ 1
mere, 0 [,
=k 0 1+1¢
GOk
b. Justifier que  lim ——dt=0.

n—+w [o 1+1
c. Retrouver le résultat de la question 1.

—  Exercice 12 o000 == @ Irrationalité de cos(1)

+
8

Montrer que cos(1) est irrationnel, en se rappelant que cos(1) =

k=0
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= Exercice 13 o000 === Une série géométrique « intégrée »
+00
Soit g € [0, 1[. Cet exercice vise & calculer la somme Z -

=1
1. Montrer que la série considérée converge.

2. Calcul de la somme 1.

a. Ecrire la formule de Taylor reste intégral a l'ordre n € N* pour la fonction
—In(1 — x) entre 0 et g.
b. En déduire

€T —>

*
VneN* —In(l-gq)= 2 / 1—t”+1 dt.
i=1
1 : g—t . . T (g=t)"
c. Etudier la fonction ¢ — =—— puis montrer que lim ————dt =0.
1—t n—to0 fo (1 —t)n+t

d. Conclure.
3. Calcul de la somme 2.
Retrouver le résultat précédent en s’inspirant de la question 2 de l’exercice 11.

= Exercice 14 ecoo === &  FEtudier la nature des séries suivantes, ou z € C.

1. ﬁ 2. ann(n)z" 3. Z 2n .

n=0 n=1 n>=1 n

— Exercice 15 eooo == & Banque d’exercices CCINP 2025 (46)

On considére la série Z cos (7‘(”\/ n?+n+ 1).

n=1

1. Prouver que mvn? +n+1 =

n—+o0

s s 1 N )
nt+ — +a—+ O — |, ol « est un réel que
2 n n?

I'on déterminera.

2. En déduire que Z cos (71'\/112 +n+ 1) converge.

n=1

3. La série Z cos (77\/ n%+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

n=1

— Exercice 16 €000 =
Etudier la convergence absolue et la convergence des séries suivantes.
n iDLy A/n
1. Z ( ) 2. Z 51n< > 3. Z(—l)"“—.
n=1 + 1 n=1 n=2 ln n
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= Exercice 17 000 === Q& Mines-Ponts = Exercice 24 0000 == [ Mines-Ponts MP 2022 Pour n € N*, on pose
On désigne par p(n) le nombre de chiffres de ’écriture en base 10 de entier n. 2 (=1)FInk LN X Ink 4 In(2k) |
Etablir la convergence et calculer la somme de la série de terme général M tn = Z k » In = Z E+n’ Un = Z 0 Wn T Z k et M, = Z L
n(n +1) k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
1
1. Montrer l'existence de £ € R, que ’on déterminera, tel que x, = £+ O )
= Exercice 18 o000 === 9 & Mines-Ponts MP 2022 noEe n

2. Exprimer u,, en fonction de v, et w,.

n
Déterminer la nature de la série Z sin (7r (2 + \/§) ) 3. Montrer qu'il existe ~ € R tel que H, - Inn + 7 + o(1).
n——+0oo

4. Montrer que la suite (u,) converge et exprimer sa limite en fonction de ~.
— Exercice 19 e000 =—— Q& Mines-Ponts MP 2022

sin(2men!) —— Exercice 25 e000 =——= Q9@ Mines-Ponts MP 2022
Inn ' 1 1 2

1. Montrer que, pour tout z > 0, — + - = 0.
due, p Ve or+2 o+l

Nature de la série de terme général u,, =

— Exercice 2 =  Mont il exist el £ tel & (~)*
xercice 20 seco OHVFCT G T CXISEe Wi Teel & 6L que 2. Pour tout n € N*, justifier l'existence de R,, = Z (=1 .
nq =V
— = 2 L 1
1;:11 Vk n—+o Vi L+ o(1), 3. Quelle est la nature de ZR” ?
en calculant un développement asymptotique de v/n + 1 — 4/n au voisinage de +co. Exercice 26 eeeo Q& Mines-Ponts MP 2022
+o0 k
-1
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = Z g
— Exercice 21 ee00 == ¥ Centrale Soit a > 0. ) ) =k
Etudier la nature de la série de terme général a/», ot h,, = 1 + 3 + .+ -
n
= Exercice 27 0000 == Q& Mines-Ponts MP 2022
n —1 k—1
—— Exercice 22 600 =—— @ Déterminer la nature de la série 2 In (tan(Z (2k)1>> .
1. Déterminer un développement asymptotique de (n + 1)In(n + 1) — nlon a Uordre n=l oo k;)lk _—
0(#) au voisinage de +00. Indication : commencer par établir que Z % = Arctanx, pour x € |—1,1].
1 n—1 1 k=0
2. En déduire que nlnn —In(n!) — (n —1) + B T £+ o0(1),onleR.
n——+0o0
k=1

o = Exercice 28 ee00 === Soit (uy),y la suite définie par ug > 0 et
3. Retrouver a une constante prés la formule de Stirling.

— Uy,

VneN, upi1 =upe

. . . . 1. Mont 1 it t strict t itive.
—— Exercice 23 ee00 === Mines-Ponts MP 2022 Soit les suites de terme général ontrer que la suite (un), ¢y st strictement positive

2. Etablir la convergence de (tn), ey €t déterminer sa limite.

VneN* w — n"e " \/n ot v — In[ Yntt 3. On pose, pour tout n € N, v,, = Inu,,. Montrer alors que, pour tout n € N,
’ " TL' " Up, ' "
1. Montrer que la série de terme général v,, est convergente. kz—:o Uk = Y0 = Unt1-
, . y s 1~ n ,—n
2. En déduire lexistence de €' > 0 tel que n! n—+00 Cynnt e, 4. En déduire la nature de la série de terme général w,,.
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—— Exercice 29 o000 === ™ Soit (u, ),y la suite définie par ug = 3 et la relation = Exercice 32 ecoo === (¥ Banque d’exercices CCINP 2025 (6)
de récurrence Soit (un),,cy une suite de réels strictement positifs et £ € [0, 1].
VneN, up4 =un—uf1.

, . . Un+1 L.
1. Démontrer que si lim ———~ = ¢, alors la série Z Uy, CcOnverge.
n—+o00 U
1. a. Montrer que, pour tout n € N, u,, € 10, 1]. © Un Ui
. . . . . .. . vy . . n . .
b. Montrer que la suite (uy,), _ converge et déterminer sa limite. Indication : écrire, judicieusement, la définition de nl_l,rfm = £, puis magorer,
n

2. Quelle est la nature de la série Z ui 2 pour n assez grand, u, par le terme général d’une suite géométrique.

|
. n!
n=0 2. Quelle est la nature de la série Z — 7
3. a. Montrer que uy41 est équivalent a u,,. e L

1 .
— — est équivalent a u,,.
Un+1 Un,

b. En déduire que

— Exercice 33 eeco ——= [ Régle de Raab-Duhamel Soit (up),,cy une suite
a termes strictement positifs telle qu’il existe deux réels a. et 3 avec 8 > 1 pour lesquels

n 1
Untl %y O()

Up n—+00 n nb
La regle de Raab-Duhamel permet ’étude de séries relevant du cas douteuz de la régle
de d’Alembert.

— Exercice 30 ecoo == & Banque d’exercices CCINP 2025 (8) 1
Soit (un),,cy une suite décroissante positive de limite nulle.

c. Conclure quant a la nature de la série 2 Uy -
n=0

Séries abstraites

a. Pour tout n € N*, posons v,, = In(n®uy,).

Etudier la nature de la série E(vnH — Vp).

1. a. Démontrer que la série Z(—l)kuk est convergente. A\
n b. En déduire qu’il existe A > 0 tel que u, o na’
Indication : on pourra considérer (Son),cn €t (S2n+1) ey QVEC Sy = Z (—1)*uy,. ) " "
P c. En déduire les valeurs de o pour lesquelles la série 2“” converge.
b. Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z(—l)kuk. 2. Applications.
i (—1)"eme a. Soit z,y € R%. On considére la suite (uy,),,.y définie par
2. a. Etudier la convergence de la série Z .
n= ! up>0 et VneN, wu _n+xu
b. Programme de deuziéme année. 0 o T s y "
Déterminer la nature de la série Z Up,
— i — (M ! i . . . .
Exercice 31 eooo & Banque d’exercices CCINP 2025 (7) b. Soit x € R¥*. Déterminer la nature de Z o (Hp),, désigne la suite des
1. Soient (up), oy €t (Vn), ey deux suites de nombres réels positifs. n>1

sommes partielles de la série harmonique.
2n
n

On suppose que (vy,),,y est non nulle a partir d’un certain rang. Montrer que
c. Etudier la nature de la série Z (

et de Stirling.

1
> 53, sans utiliser les formules de Wallis
nn

Upy ~  Up = Zun et Z v, sont de méme nature.
n—+0o0

. —1)" +1)1 in(L
2. Etudier la convergence de la série Z (=1) ) nnsm(n)

=5 Vvn+3—1
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—— Exercice 34 o000 === &  Soit (uy),y €t (Vn),cy des suites rélles positives.

On suppose que les séries Eun et Z vy, convergent.

1. a. Montrer que la série Z Up U, CcOnverge.
b. Et sans 'hypothése de positivité ?

. /U
2. Etudier la nature des séries 2 A/ Up Uy, €6 Z 2.
n

= Exercice 35 e060 === Mines-Ponts MP 2022 Soit (un),, une suite réelle
décroissante qui converge vers 0. Pour tout n € N, on pose v, = n(un — tpy1).

Montrer que la série Zun converge si et seulement si la série Zvn converge et que,
dans ce cas, les deux séries ont la méme somme.

Comparaison série-intégrale

= Exercice 36 0000 = @
Déterminer un équivalent simple lorsque n tend vers +00 de sommes suivantes.

N1
L ;;2 klnk’

= 1 |
2. . 3. —, avec a € |0, 1[. 4. In(n!).
l;1k+\/E ];1ka ] [ ( )

—  Exercice 37 0000

& Ink Inn)?
1. Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que 25 (lnn) + 4+ 0(1)
1 kj n—+00 2
2. Montrer que
2n n 2n
Ink 1 Ink
* k _
¥neN*, Y (-1) - _mQsz -
k=1 k=1 k=n+1
400 2
Ink In2
3. En déduire que Z (—1)kn— =~In2— (In2)
= k 2
= Exercice 38 o000 === [ Centrale i
1. Pour quelles valeurs du réel o le nombre u,, = 2 (k+1)7° est-il défini?
k=n

2. Le cas échéant, étudier la nature de la série de terme général u,,.

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

= Exercice 39 ese0 == [ Série a oscillation lente (Mines-Ponts MP 2024)
Soit f e € ([1,+w[,R).

1. Montrer la majoration

n+1
Vn e N*¥, ‘f(n)—/ : f(t)dt‘él max]’f”.

[n,n+1
s . sin(lnn)
2. En déduire la nature de la série Z —_—
n=1 n
Séries de fonctions
— Exercice 40 e0e0 =—— &
4+
1. Déterminer le domaine de définition de f : x — Z e TV,
n=0

2. Déterminer la limite de f en +co.

= Exercice 41 0000 ===
+o0

1. Montrer que f : z — Z est définie sur R.
n=0

"+

. 1 1
2. Etabli " tout réel 2r) = = .
ablir que, pour tout réel =, f(2z) 2f(:v) + T+ 22
3. Montrer que f est décroissante sur R .

4. En déduire que f admet une limite en 400 et la déterminer.

(=D*

x4+ k’

= Exercice 42 0000 === @ Pour tous z > 0 et n € N, on pose S, (z) = 2

k=0
1. Montrer que, pour tout > 0, la suite (S, (z)),,~, converge. On note S(z) sa limite.

2. a. Soit a un réel strictement positif. Montrer que

u 1
V(x,20) € [a, +0[*, VneN, [Su(z) = Snlwo)| < |z — 20| D] ——7-
& (a+k)?

b. En déduire que la fonction S est continue sur R¥ .

3. Trouver une relation entre S(z + 1) et S(z) et en déduire un équivalent de S(x)
lorsque z tend vers 0.
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- Exercice 43 eee0 == Construction alternative de I’exponentielle

On oublie dans cette exercice l'existence de la fonction exponentielle.

+oo
xn n
1. Soit 2 € R. Montrer que la série Z — converge. On note alors f(x) = Z —.
n! 0 n!
n—

2. Justifier que, pour tous x € R, h € [—|z|,|z]] et n € N\{0, 1},

h2 e
|(z + h)" — 2™ —nha" | < 5 —1)(2z)" %,

On remarquera que cette inégalité reste vraie pour n = 1 lorsque = # 0.

3. En déduire que f est dérivable sur R et que f/ = f.

Sommation des relations de comparaison

— Exercice 44 ee00 === Soit (uy), .y la suite définie par

ug =1 et VneN,

Up+1 = SIN Uy,

1. Montrer que (uy),,y converge vers 0.

1 1 1
2. a. Montrer que — — — — _.
Up 41 Uy, M—>+0 3
b. En déduire que u,, ~ —, puis la nature de la série Z Up,.
n—+00 n
n=0

1 1 u?

3. a. Montrer que 4— — — — 5 ~ —

T Ane uZ 3 n—o+o0 15

n+1 n
b. Utiliser la sommation des relations de comparaison pour aboutir a

3 3v3lan Inn
Up = — = —— 5 to| =5 |-
10 n3/2 n3/2

n——+0o0 n

- Exercice 45 0000 —— ¢ & Mines-Ponts MP 2022
Soit (un)nzo € (Rj) convergeant vers 0. On suppose qu'’il existe A < 0 et a > 1 tels
que

Untl | = Un ot Aug + o(ug).

Etudier la nature de la série Y u,,.

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

— Exercice 46 ee00 =—— Q&  Soit (uy),, une suite définie par

ug > 1 et Vn e N,

Upt1 = Up + In(uy,).

Déterminer un équivalent de cette suite.

— Exercice 47 000 mmmm Montrer qu’il existe un réel C' tel que

Zn] 1 c 1 N 1 1 n 1 n 1
- = — — o\ — |.
= k2 n—o+w n  2n? 6n3  30n° nd

=  Exercice 48 eee0 === Au tour de la formule de Stirling
n

1. A laide d’un développement asymptotique de Z In k£ déterminer, & une constante

k=1
multiplicative prés, un équivalent de n!.

2. Aprés avoir rappelé la formule de Stirling, montrer que
nle” 21 14 1 N 1
nntl noto \ n 12n " °\n) )

—— Exercice 49 eeco === Q™ Soit f € ¢ (R;,R%) telle que lJirm f'/f=—o.
[o0]

1. Montrer que la série Z f(n) converge.

+00
2. Déterminer un équivalent de Z f(k).
k=n

= Exercice 50 o000 === ¥ X MP 2022 Soit P,Q € R[X] de méme degré d > 1.

d d
aq— ba—
On écrit P = Z ap Xt et Q = Z b X* et on suppose que =1 2ol
Qaq bd
k=0 k=0
U P(n
Soit u € (Rj)N. On suppose que ntl _ QE; pour n assez grand. Montrer qu’il existe
Up, n

b

trois constantes a, b, c telles que u,, ~ an’c™ et a > 0.
n—-+00

n 1/n
= Exercice 51 eeee == Q@ X-ENS 2021 Trouver un équivalent de (H k’“) )
k=1
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Indications
Exercice 2. 3. Faire apparaitre une situation de télescopage.
Exercice 12. Utiliser le CSSA.

Exercice 17. Commencer par établir la convergence, puis déterminer sur quels intervalles d’en-
tiers 'expression p(n) est constante.

Exercice 18. Se ramener & Zsin (71' (2 — \/g)n)

Exercice 19. Ecrire e sous la forme d’une somme de série et tirer parti des propriétés de la
fonction sinus.

Exercices 25, 26 et 27. Le CSSA, le CSSA, le CSSA'!

Exercice 45. On pourra commencer par chercher un réel 3 tel que (uﬁ 41— uﬁ) converge.
nz=
H 2 . . . Un+1 Un
Exercice 46. Commencer par établir que lim wu, = +00, puis - ~ 1.
n—+00 In(unt1) In(un) n—o+o
Exercice 49. On pourra exprimer f en fonction de f'/f et s’intéresser au quotient %

Exercice 51. Détermine un développement asymptotique de Z klnk a la précision o(n).
k=1

Elements de réponses
Exercice 2. 1. 1/4. 2.0. 3. In(sin(2)/2).

+90 x2n +© $U2n+1
Exercice 3. Pour tout = € R, Z chz et
n=0

@n) n;) (2n + 1)!

=shuzx.

Exercice 5. La série converge si et seulement si z € |—00, —3/2[u]—1/2, 00| et, le cas échéant,

f () = 4(z + 1) 2

= (2z+1)(2z+3) 3
Exercice 6. La série converge si et seulement si...

lLa>4 2. a>2 3.a>1 4. |of#1.
Exercice 7. 1. Converge. 2. Converge. 3. Diverge grossiérement. 4. Converge. 5. Diverge.

5,.a>1. 6.a>3.

6. Converge. 7. Diverge. 8. Converge. 9. Converge.
Exercice 8. 5. La série de Bertrand converge si et seulement sia > 1ousia=1et 3> 1.
Exercice 9. 1. Cas particuliers des séries de Bertrand.
2. Converge, car le terme général positif équivaut a T
nln“n
Exercice 14. 1. Converge pour tout z € C. 2. Converge si et seulement si |z| < 1. 3. Converge.

2.cos(mvn?+n+1) = (71)"“3—7T + O(i>
n—+00 &n n?

3. La série est semi-convergente.
2. Semi-convergente.

Exercice 15. 1. a = 3/8.

Exercice 16. 1. Semi-convergente.
Exercice 17. 10/9.

3. Grossiérement divergente.
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(2+v3)"
rie converge (absolument).
sin(27nle) 2m
Inn ntoo nlnm
Exercice 21. Y a"" converge si et seulement si a € ]0,1/e[.

)| = lsin(r(2=v3)")| ~_ 7(2-+3)",

n—+00

Exercice 18. |sm par conséquent la sé-

Exercice 19.

et la série diverge.

. 1 1 1
Exercice 22. 1. (n+ 1)In(n + 1) fnlnnn:+ Inn+1+ o o2 +o(§>.

1 - 1
2. En posant u, = nlnn —In(n!) — (n — 1) +5 Z:]

ON & Unt1 — Up  ~ .
n—+w 3n

w\»—‘

Exercice 24. 1. £ =1In2. 2. up = Wyn2] — Vn. 4. yIn2— In?2/2.
Exercice 25. 3. La série converge.

Exercice 26. La série converge.

Exercice 27. La série converge.

Exercice 28. 2. lim wu, = 0. 4. La série diverge.

n—+0o0

Exercice 29. 1.b. lim wu, = 0. 2. La série converge (télescopage). 3.c. La série diverge.

n=>+00
Exercice 30. 1. Cours.
Exercice 31. 1. Cours.
Exercice 32. 1. Cours.
Exercice 33. 1.c. > u, converge si et seulement si o > 1.
y>xz+1. 2.b Converge si et seulement si z €]0,1/¢[.
Exercice 34. 1.b u, = v, = (—
2 Les deux séries convergent.

2.a. Converge si et seulement si x > 0.
2. La série converge.
2. La série converge.

2.a Converge si et seulement si
2.c Converge.

1)"/+/n fournit un contre-exemple.

nl—a

(1—a)

Exercice 36. 1. In(Inn). 2.lnn. 3. 4. nlnn (cf. remarque 28 du chapitre 24).

Exercice 38. 1. a > 1. 2. La série >, u, converge si et seulement si o > 2.
Exercice 39. 2. La série diverge.
Exercice 40. 1. f est définie sur Rj‘_. 2. 11111 fz) =
r—+00
Exercice 41. 4 hm f(z) =
T—+00
Exercice 42. 3. S(z + 1) = ; ~ () et S() ~, é

Exercice 45. La série > u, converge si et seulement si o € |1,2][.
Exercice 46. u, ~ nlnn.
n— -+

Exercice 49. Z f(k) ~ f(n).

n~>+00

n
. a aq— ba—
Exercice 50. Il existe £ € R tel que up, ~ e‘n® (—d) , avec o = d-t  Zdl
o0

n—+ bd aq bd
n 1/n
H k
Exercice 51. (ﬂk ) o

(n+1)/2 efn/4.
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