25 ‘ Intégration

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

Continuité uniforme

m—— Exercice 1 €000 mmmm Soit f une application continue sur Ry qui admet une
limite finie en +00. Montrer que f est uniformément continue sur R, .

= Exercice 2
R, est majorée par une fonction affine.

€000 mmmm Montrer qu’'une fonction uniformément continue sur

Calculs de primitives et d’intégrales

Calculer les intégrales suivantes :
4 4 1 .
2. —dt. 3. 21 dt.
/3 (2= 1) / maxe’, 2}

2
5./ x|z|dx.
-1

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

= Exercice 3 €000 mm—
L

1./ cos” z sin(3x) dz.
0

n 1
4, / ell dt, avec n e N. 6. / z(Arctan z)® da.
0 0

- Exercice 4 000 =

2. x —— chxcosz.

1
1. t—>
t

, avec z € C.

3. z— z%Inz, avec a € R. 4. Arcsin.

m— Exercice 5 0000 mm—
1. Justifier, pour tous p € N et g € [0, p]], lexistence de I'intégrale

1
Ip’q:/ 2P(Inx)? dz.
0

2. Exprimer I, , en fonction de I, ,_1, pour tous p e N* et ¢ € [1,p].
(=1)™n!

3. En déduire que, pour tout n e N, I, ,, = W
n
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S § sin?t
—  Exercice 6 0000 mm— On pose [ :/ et J :/ .
o cos(2t) o cos(2t)

1. Calculer I + J en posant x = tant.
2. En déduire I et J.

Divers

Soit f € €([a,b],R), avec a < b. A quelle condition

/a " Foyar

Soit f € €([0,1],R).

— EXErciCE 7 0000
a-t-on

b
:/ F@)]dt

— Exercice 8 0000 mm—

1
1. Montrer que si / f(t)dt =0, f s’annule au moins une fois.
0

1
1
2. Montrer que si / f®)dt = 3 f admet un point fixe.
0

= Exercice 9 €000 == Soit f € €(R,R). Montrer que les fonctions suivantes
sont de classe €' sur R et calculer leur dérivée.

T 2
1. x'—>/ ft+x)dt. 2. z—> f(z —t)costdt.
0

0

sin(zu)
W32

1. Montrer que F' est continue sur Ry et dérivable sur R% . Calculer sa dérivée.

2
= Exercice 10 €000 mmmm Considérons F' : z — / du définie sur R, .
1

2. Montrer que F' est dérivable en 0.

< 1, pour tout y € R*.

2 .
. sin
On pourra commencer par établir que 1 — % 4

<
)

—— Exercice 11 eec0 === Mines-Ponts MP 2022
1
f(z)z* dz = 0, pour tout k € [0, n]. Montrer que

Soit f e #([0,1],R).

1. Soit n € N. On suppose que

0
f s’annule au moins n + 1 fois.
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- Exercice 12 e000 == Formules de la moyenne Soit a,b € R avec a < b.

1. Premiére formule de la moyenne. Soit f et g deux fonctions continues par mor-
ceaux sur [a,b], avec a < b, la fonction g étant positive.

a. Montrer que, si m = inf f et M = sup f, alors on a
[a,b] [a,b]

b b b
m/ g(t)dt</ f(t)g(t)dt<M/ g(t)dt.

b. En déduire que si f et g sont continues sur [a,b], il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
/ f(hg(t)dt = f(¢) / o(t) dt.

2. Seconde formule de la moyenne. Soit f : [a,b] — R positive, décroissante, de
classe €1 et g : [a,b] — R continue. On définit G : [a,b] — R par

Vrela,b], Glz)— /xg(t) dt.

On note m = minG et M = maxG.
[a,b] [a,b]

a. Justifier 'existence de m et M.
b. Via une intégration par parties, montrer que

b
mf(a) < / F(H)g(t) dt < Mf(a).

c. En déduire qu’il existe c € [a,b] tel que

b C
/ F(Hg(t)dt = f(a) / o(t) dt.

——  Exercice 13 0000 mmmm
Soient I un intervalle, a,be I et f € €1(I,C) une fonction qui ne s’annule pas sur I.

x / t
1. Vérifier que f = f(a)e? sur I, ou g: x +—> / J;‘((t)) dt.
. A0 : .
2. Montrer quesi f(a) = f(b), le nombre complexe p o) dt est un entier relatif.
i/,
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== Exercice 14 0000 === Mines-Ponts MP 2022
1 xr
On définit. ¥ sur 0, 1] par F(z) = / £(t) dt.
0

Soit f e #([0,1],R).

1. Montrer que F est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1].

1 1
2. Montrer que / F2(t)dt < 2/ F(t)f(¢)dt.
0 0

1 1
3. En déduire que / F2(t)dt < 4/ f(t)?de.
0 0
(On pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-Shwarz (cf. exercice 15))

=  Exercice 15 o000 === Inégalités de Cauchy-Schwarz, Minkowski et Opial

1. Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b].

b
a. Montrer que la fonction A — / (Af(t) + g(£))* dt est une fonction polyno-

miale de signe constant.
b. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz

b 2 b b
(/ f(t)g(t)dt> < (/ f2(t)dt> (/ g2(t)dt>.

c. Montrer que si f et g sont continues sur [a,b], on a égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz si et seulement si f et g sont colinéaires.

2. a. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer ’inégalité de Minkowski

b 1/2 b 1/2 b 1/2
(/ (f(t)+g(t))2dt> <</ f%f)dt) +</ gz(t)dt> )

b. Montrer que si f et g sont continues sur [a,b], on a égalité dans I'inégalité de
Minkowski si et seulement si f et g sont positivement colinéaires.

3. (eee) Soit f € €([0,1],R) vérifiant f(0) = 0. On note F' 'unique primitive de |f’|
qui s’annule en 0.

a. Montrer que / |f(t)f/(t)] dt < / F(t)F'(t)dt.
0 0
b. En déduire I’inégalité d’Opial :

’ ! @ C 2
/0 ) f ()] dt < 2/0 £ () dt.
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= Exercice 16 0000 === Soit P = a, X" + ...+ ag € C[X].
2 ) )
1. Calculer / P(e”’) e~ *t dt, pour tout k € N.
0
2. Justifier I'existence de bup|P| puis montrer que, pour tout k € N, |ag| < sup|P|

Sommes de Riemann

—  Exercice 17 0000 mmm Déterminer les limites des suites suivantes :

n 2n—1 n
n 1 1
1. u, = 2. up = 3. u, =
/;1 n? + k? ;;nTH‘k ,;1 vn? + 2kn
4, u :Li \/%J 5 lzn:cost—7r 6. u, = 1 Ek avec x € R*
" ny/n = ' n = n " nf+1k ]
1 n ) 1/n 1 2n
7. u, = 2 Z 8. u, = <§1n72'> .0, (ooo Uy = 27 k ek/2n

= Exercice 18 o000 === A ’aide de somme de Riemann, calculer des équivalents

des suites suivantes :

n

n n k2
1. Z k“ avec o > 0. 2. —_— 3. Z kcos(ﬂ).
— = (n + 2k)3 = 2n?

= Exercice 19 ee00 === Mines-Ponts MP 2022  Soit f € €}(R,R) et

1774
Vn e N¥, ufﬁg ( )

Etudier la limite éventuelle de (uy,),,; -

- Exercice 20 eeco —_— Mines-Ponts MP 2022

. 1
Donner un équivalent de H (k‘2 + n2) /m lorsque n tend vers +oo0.
k=1
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= Exercice 21 060 ==
1. Montrer que, pour tout z € |—3%, [, [In(1 + z) — z| < 22
2. Soit f:[0,1] — R continue. Montrer que

nlimwﬂ<1+ f( )> _exp</01f(t)dt>.

n k
; A
3. Que vaut "l_l)riloo 11_[1(1 + n2> ?

= Exercice 22 eeco === Montrer que si f est une fonction continue et monotone
sur [a,b], avec a < b, alors, pour tout n € N*,

/bf(t)dt—G”;D" g(b_a)M

= Exercice 23 ee00 === Mines-Ponts MP 2022 (intégrale de Poisson)
1. Montrer que I(z) = / In(z? — 2z cost + 1) dt est définie pour tout z € R\{—1,1}.
0

2. Décomposer en facteurs irréductibles dans R[X] le polynome X2 — 1, ot n € N*.

3. En utilisant une somme de Riemann, calculer I(x).

= Exercice 24 eeco === Inégalité de Jensen Montrer que si f est une fonction
convexe et continue sur R et si ¢ est continue sur [a,b], avec a < b, alors

b b
f(bi / sﬁ(t)dt> <50 [ S
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Limites et calculs aymptotiques

Etudier les limites suivantes :

) z+1/z )
lim € / e du.
xT

—+00

-  Exercice 25 0000 mm—

1 n 3x -
1. lim/ P 4 20 lim %btdt. 3.

n—+o0 [q et +1 z—0t J,
—  Exercice 20 €000 mmm Soit f une fonction continue sur R. Calculer
1

lim f(xt)de

z—0 0

1 T
lim — t)dt t
fim 2 ) T® e

et interpréter géométriquement.

- Exercice 27 e000 === Mines-Ponts MP 2021 N

1
Soit f € €(R.,R) telle que lim f = ¢ € R. Déterminer lim — / f@)dt.
+00 n—+on Jg

= Exercice 28 o000 === Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive
sur [a,b]. On souhaite démontrer que

1/n

. b
nLHEoo (/a (f(t) dt) =M, ou M = [?b% f.

1. Examiner le cas M = 0.
Dans la suite, on suppose M > 0 et on fixe ¢ € |0, M].

2. Justifier lexistence d’un intervalle [, 8], avec a < 3, tel que f(t) = M — ¢, pour
tout t € [, B].

3. Montrer que

1/n
< (b—a)V"M.

(B—a)/" (M —¢) < (/ (f@))" dt)

et conclure.

—  Exercice 29 €000 mmmm Soit f une fonction continue et strictement croissante

1
sur [0,1] et telle que f(0) =0 et f(1) = 1. Montrer que lirf / f@®)rdt=0.
n—-+0o0 0
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= Exercice 30 e000 = Soit f € €([0,1],R). Montrer que

lim /O F(EmYdE = F(0).

n—+o0

—— Exercice 31 eeco === Mines-Ponts MP 2021
Soit n € N* et f:[—1,1] — R de classe €""! telle que f(0) = 0.

1
1. Montrer que, pour tout x # 0, M = / f/(at) dt.
Z 0

f(lc+1)(0)

f(@)
E+1 "’ x

2. Montrer que, pour tout k € [0, n], 111% g () = oug:xr+—
T—

= Exercice 32 €000 mmm— Comparer au voisinage de +0oo les fonctions

22 ’ 2
Tr—e et T —> e’ dt.
0

= Exercice 33 o000 === Mines-Ponts MP 2021 Soit a > 0, g € €([0,a],R)

@ 0
telle que g(0) # 0 et F: z —> / g(t) e ** dt. Montrer que F(z) ~ M
0

r—>+00 T

= Exercice 34 0000 == On considére la suite (I,,),,, définie par

1 n
Vn e N, In:/ tidt.
o 1+

1. Montrer que (I,,),~, converge et déterminer sa limite.

2. En déduire un équivalent de la suite (J,,),,, définie par

1
VneN, Jn=/ " In(1 + %) dt.
0

s : t
m—  EXErcice 35 0000 mumm— On pose, pour tout n € N, F(TL) = / w dt.
0

1. Justifier proprement la définition de F'.

92 (E+1)m |3 t 9
2. a. Pour tout k£ € N* montrer I'inégalité —— < / m dt < —.
T ™
(k+1) - t k
b. En déduire 'équivalent F'(n) ~ —lnn.
n—+0o0 T
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de
14t

1
——  Exercice 36 €000 mmmm On pose, pour tout n € N, u,, = /
0

1. Calculer ug, uy et us.

In2 1
2. Montrer que wu, = 1-— i + 0<>.
n n

——  Exercice 37 000 mmmm
1
1
asymptotique de / t" f(t) dt a la précision 0<2 lorsque n tend vers +oco.
0 n

= Exercice 38 0000 =
1. Montrer que, pour tout f € ¢([0,1],R),

! —xt 1
/Oe f(t)dtm_:rw0<x).

2. Soit f € €2([0,1],R). Déterminer un développement asymptotique au voisinage de
1

1
+o0 de / e " f(t)dt a la précision O(CUB)
0

Formules de Taylor

Soit fe €(I,R) et ae .

x —t n—1
Montrer que la fonction z — / u
. (=1

—  Exercice 39 0000 mmm—

m— Exercice 40 €000 Montrer que, pour tout x € [0, 7],

—  Exercice 41 0000 mmmm Montrer que, pour tout = € R,

n n
i x2k+1 $2k

P T _ B _1\k
blnx—7LETw§O( 1) O et CObx—nETOOkZ( 1) o
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Soit f € €2([0,1],R). Déterminer un développement

f(t)dt est une primitive ne de f sur I.

- Exercice 42 e0e0 == Formule du binéme négatif
Montrer que, pour tous r € N et z € |—1,1],

. 5 (k+r\ 1
pEI:Ii-locZ( r )J} :(1—(E)r+1.

k=0

- Exercice 43 eec0 == Inégalité de Kolmogorov

Soit f € €?(R,R). On suppose f et f” bornées sur R et on considére M et M” des

majorants respectifs de | f| et | f”| sur R.
1. Montrer que, pour tous x,h € R,

h2

2
[P+ )~ f@) @] < D07 et [fe—m) — @)+ hr @) < Dar

2. En déduire que, pour tous x € R et h e RY,

! M h /4
|f(x)]<7+§M

puis que [’ est bornée sur R.
3. En déduire, pour tout = € R, 'inégalité de Kolmogorov |f'(z)| < v2MM".

Remarque : cette inégalité se généralise pour une fonction de classe €*.

1
= Exercice 44 0000 === Soit f:x+— / sin(mt2) dt définie sur R.
0

1. Montrer que f est bien définie sur R.
2. a. Montrer que, pour tous t € [0,1] et (z,y) € R?,

|sin(yt?) — sin(2t?)| < |y — =.

b. En déduire que f est continue sur R.

w

. Montrer que, pour tous t € [0,1] et (z,y) € R?,
1
|sin(yt?) — sin(2t?) — (y — 2)t* cos(at®)| < §|y — ]
4. En déduire que f est dérivable sur R et que, pour tout x € R,

f(z) = /01 t* cos(zt®) dt.

—— Exercice 45 000 =— Soit A > 0 et f € €°(R,R).

On suppose que, pour tout n € N, f("(0) = 0 et, pour tout ¢ € R, |f(”) (t)| < A'nl.
1. Montrer que f est nulle sur [—% , %]
2. Montrer que f est méme nulle sur R tout entier.
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Indications Exercice 34. 1.0. 2. 12
Exercice 9. 2. Procéder & un changement de variable. " ,

_ ¢ , o Exercice 37. 1) fO+ 1) (1
Exercice 14. 2. Procéder & une IPP aprés avoir déterminé qui est F”. xercice S1. 2 +o )

n
1
Exercice 17. 7. Pour calculer / V(1 — z) dz on pourra procéder au changement de variable Exercice 38. 2 /1 O f(0) + f'(0) L0 (i)
0 . 2. T .
x = sin’t. 0

, via un découpage du seg-

[ L) dt— £(0)

Exercice 30. On pourra majorer la différence

ment [0,1] en [0,1 —¢] et [1 —¢,1].

Eléments de réponses
e"—1 7 x? In?2

T

Exercice 3. 1. 1—75 2. gln?)— %ln5—ln2. 3.2In2+e-2. 4.

Exercice 4. 1. t —> %ln((t —a)®+b%) + iArctan(tTa), avec z = a + ib.

—x

€ 2x 2 .
2.x 4 ((e** =1) cosz + (** +1) sinz).
zt! 1 (Inz)?
A 1 - i -1 — 1 =—1 R*.
3.z a+1<nm a—i—l)Sla# et = S sia sur R¥
4. x> x Arcsin(x) + /1 — 22 sur |1, 1[.
. In(7+ 43
Exercice 6. I+J:wet17‘]:%

Exercice 7. Il y a égalité si et seulement si f est de signe contant sur [a, b].
Exercice 9. 1. z — 2f(2z) — f(x).

2
Exercice 10. 1. F'(z =/ cos(zu) du.
(@) 1 Vu
Exercice 17. 1. ©. 2.mm>. 3.v3-1. 42 5% 6 -1 7.7 g 4/c 9.0
+1.7. 2.z 3. .45 85 61 7.0 8 . 9.0.
a+1 2
Exercice 18. 1. = . 2. l. 3.
a+1 In? s

1
Exercice 19. / () dt.
0

Exercice 20. 2¢e™272p2,
Exercice 21. 3. e'/2.
. 2rIn|z|  sifz| > 1
Exercice 23. 3. I(z) = ) .
0 si|z] <1
Exercice 25. 1. 0. 2.1n3. 3.0.
Exercice 26. f(0).

Exercice 27. ¢.
Exercice 32. / ar = 0<ew2).
0 T o0
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