
24 Analyse asymptotique

Cahier de calcul : fiche 27. Banque CCINP : exercice 21.

Petits o, équivalents

Exercice 1 •◦◦◦ Élaguer les expressions suivantes :

1. . . . “
nÑ`8

1
?
n

`
1

2n
` o

ˆ

1

2n

˙

`
1

n
` o

ˆ

1

n

˙

`
1

n2
.

2. . . . “
xÑ0

1

x2
` o

ˆ

1

x2

˙

` 3 `
1

x
` o

ˆ

1

x

˙

.

3. . . . “
xÑ0

x ` opxq ` x lnx ` o
`

x2 lnx
˘

` x2 ` o
`

x2
˘

.

4. . . . “
nÑ`8

1

n
`

lnn

n
` o

ˆ

lnn

n

˙

`
1

n2
` o

ˆ

1

n2

˙

`
1

n lnn
` o

ˆ

1

n lnn

˙

.

5. . . . “
nÑ`8

n ` opnq `
?
n ` op

?
nq `

n2

lnn
` n lnn ` opn lnnq.

Exercice 2 •◦◦◦ Trouver un équivalent simple des expressions suivantes :

1.
txu

?
x ` 1

en `8. 2.
x4 ´ x3 ` 1

txu
2

´ 4x
en `8. 3.

n2 ln
`

1 ` 1
n

˘

tan π
n

en `8.

4.
ln

`

n4 ` 4
˘

n ` 1
en `8. 5.

cosx ´ xx

ex
en 0. 6.

lnx
?
x ` 2

en 1.

7. 3 ` e1{n ´
6

n
en `8. 8. ln

ˆ

1 ` cosx

2

˙

en 0. 9.
sinx
?
x

en π.

10.
ln

`

x7 ` 5
?
x

˘

x2 ` 9
en `8. 11. px ` 1qx ´ xx en 0. 12. pcosxqln x ´ 1 en 0.

13.
1

1 ` x ` x1`α
en `8. 14. e

?
n`1´

?
n. 15.

?
n
n

` n
?
n ` nn{2.

16. lnpchxq ` sh2 x en 0. 17. Arcsin
´

e´
?
n

¯

. 18. ee
e´n

´ e.

19.
cosp2xq ´ chp3xq

x ` sin2p4
?
xq

en 0. 20. p2nq! ´ nn. 21. eArccosp1{nq ´ eπ{2 cos
1

?
n

.

Exercice 3 •◦◦◦
1. Comparer au voisinage de `8 les fonctions suivantes.

a. xln x et plnxq
x. b. pxxq

x et xxx

.

2. Comparer au voisinage de 0 les fonctions suivantes.
a. pex ´1q

3 et x sinx. b. e´1{x2

et x3. c. lnx lnp1 ` xq et ln
`

x2
˘

sin2 x.

3. Comparer les suites de terme général
1

nα lnβ n
et

1

nγ
, avec α, β, γ P R˚

`.

Exercice 4 •••◦
1. Montrer que

a.
n

ÿ

k“1

ek
2

„
nÑ`8

en
2

. b.
n

ÿ

k“1

k! „
nÑ`8

n!.

2. Déterminer un équivalent de ppn ` 1q ¨ ¨ ¨ p2nqq1{n.

Exercice 5 ••◦◦ Soit punqně0 et pvnqně0 deux suites réelles.
1. Trouver un exemple de suites punqně0 et pvnqně0 pour lesquelles :

a. lim
nÑ`8

un

vn
“ 1, mais lim

nÑ`8
pun ´ vnq ‰ 0.

b. lim
nÑ`8

pun ´ vnq “ 0, mais lim
nÑ`8

un

vn
‰ 1.

2. a. Montrer l’équivalence :

eun „
nÑ`8

evn ðñ un ´ vn “
nÑ`8

op1q.

b. Trouver un exemple de suites punqně0 et pvnqně0 pour lesquelles un „
nÑ`8

vn,
mais pour lesquelles il est faux que eun „

nÑ`8
evn .

3. a. Montrer que si un „
nÑ`8

vn et lim
nÑ`8

un “ `8, alors lnun „
nÑ`8

ln vn.

b. Trouver un exemple de suites punqně0 et pvnqně0 pour lesquelles un „
nÑ`8

vn

et lim
nÑ`8

un “ 1, mais pour lesquelles il est faux que lnun „
nÑ`8

ln vn.

Exercice 6 ••◦◦
1. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a P R. À quelle condition a-t-on

ef „
a
eg ?

2. a. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a P R et à valeurs strictement
positives. On suppose que f „

a
g et que lim

a
g “ ℓ P R`zt1u.

Montrer que ln f „
a
ln g.

b. En déduire un équivalent en `8 de fpxq “ ln
`

x2 ` 2x
˘

.
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2 Analyse asymptotique

Exercice 7 ••◦◦
1. Montrer que la fonction f : x ÞÝÑ x ` lnx est bijective de R˚

` sur R.
2. Déterminer lim

yÑ`8
f´1pyq.

3. En déduire que f´1pyq „
yÑ`8

y.

4. Montrer que f´1pyq ´ y „
yÑ`8

´ ln y.

Applications aux suites et aux fonctions

Exercice 8 •◦◦◦ Déterminer les limites suivantes.

1.
x2

?
1 ` x2 ´ 1

en 0. 2.
2 ´

?
x2 ` 4

x
?
1 ` x ´ x

en 0. 3.
xx ´ 1

x
en 0`.

4. xplnp1 ` xq ´ lnxq en `8. 5.
ln

`

1 ` x ` x2
˘

x2
en 0`. 6.

ˆ

x ` 2

x

˙2x

en `8.

7.
ˆ

x2 ´ 2x ` 1

x2 ´ 4x ` 2

˙x

en `8. 8.
x

?
x2 ` 1

?
x4 ` x

en 0. 9. x sin
π

x
en `8.

10.
x

?
x ` 1

´
x

?
x ` 2

en `8. 11.
cos

`

π
2x

˘

e´ π
2 x2

´ e´ π
2

en 1. 12.
sinp3xq

1 ´ 2 cosx
en

π

3
.

13.
b

x `
a

x `
?
x ´

?
x en `8.

Exercice 9 •◦◦◦ Donner un équivalent simple et la limite éventuelle
de chacune des suites suivantes données par leur terme général.

1. n2 ´ 2n. 2.
?
n ` plnnq

12
` sinn. 3. 2n ` n2.

4.
?
n ` 1 `

?
n. 5.

?
n ` 1 ´

?
n. 6. sin

ˆ

n ` 1

n2

˙

.

7. lnp1 ` nq ´ lnn. 8. lnp1 ` nq ` lnn. 9.
sin 1

n

e
1
n ´1

.

10.
`

1 ´ cos 1
n

˘

cos 1
n

e
1
n2 ´1

. 11. ln

ˆ

n2 ` 1

npn ` 1q

˙

. 12.
2n ´ 3n

2n ` 3n
.

13. n2 ´ n cosn ` 2. 14.
2n ` n

2n
. 15.

n ` p´1qn

n ´ lnpn3q
.

16.
αn

n
, avec α P R. 17.

˜

n
?
a `

n
?
b

2

¸n

, avec a, b P R˚
`. 18.

ˆ

n ` r

r

˙

, avec r P N.

Exercice 10 ••◦◦ Calcul approché des racines carrées
Soit a ą 1. On considère les suites punqně0 et pvnqně0 définies par

u0 “ a et @n P N, un`1 “
1

2

ˆ

un `
a

un

˙

et vn “
un ´

?
a

un `
?
a
.

1. Montrer que les suites punqně0 et pvnqně0 sont correctement définies.
2. Exprimer vn`1 en fonction de vn, pour tout n P N.
3. En déduire une expression du terme général de pvnqně0 puis de punqně0.

4. Établir l’équivalent un ´
?
a „
nÑ`8

2
?
a

ˆ?
a ´ 1

?
a ` 1

˙2n

.

Cette méthode de calcul des valeurs approchées d’une racine carrée s’appelle la
méthode de Héron ou méthode des Babyloniens. Pourquoi est-elle redoutable ?

Exercice 11 •••◦ Soit p P N, p ě 2, et 0 ă a1 ă . . . ă ap des réels.

1. Soit n P N tel que ap ă n. Montrer que l’équation
p

ÿ

k“1

axk “ nx admet une unique

solution xn dans R`.
2. Montrer que la suite pxnq décroît et converge vers 0.

3. En déduire que xn „
nÑ`8

ln p

lnn
.

Exercice 12 ••◦◦ Mines-Ponts MP 2022 Soit p P N et f P C pR`,R`q.
1. Pour tout n P N˚, montrer qu’il existe un unique an P R` tel que

ˆ an

0

n
a

fptq ` 1 dt “
1

np
.

2. Donner un équivalent de an.

R. Basson – Lycée Fénelon Sainte-Marie – MPSI Année 2024–2025

https://www.fenelonsaintemarie.org


Analyse asymptotique 3

Développements limités

Exercice 13 ••◦◦ Calculer les développements limités suivants au
voisinage de 0 :

1. sin2 x cosx à l’ordre 5. 2. sin4 x à l’ordre 7.

3.
x e´x

2x ` 1
à l’ordre 4. 4.

ln
`

1 ` x2
˘

x
à l’ordre 5.

5. 2x à l’ordre 2. 6. ln
`

1 ´ x ` x2
˘

à l’ordre 3.

7.
?
1 ` sinx à l’ordre 3. 8. lnpex ` cosxq à l’ordre 2.

9. lnp1 ` x `
?
1 ` xq à l’ordre 3. 10.

3
?
cosx

1 ` x2
à l’ordre 5.

11.
lnp1 ` 3xq

chx
à l’ordre 3. 12. lnpchp2xqq à l’ordre 3.

13.
a

chpsinxq à l’ordre 3. 14.
Arctanx

Arcsinx
à l’ordre 4.

15. lnp1 ` sinxq ´ sinplnp1 ` xqq à l’ordre 5.

Exercice 14 •◦◦◦ Déterminer pa, bq P R2 tel que ex ´
1 ` ax

1 ` bx
“

xÑ0
o
`

x2
˘

.

Exercice 15 ••◦◦ Calculer les développements limités suivants à l’ordre
2

1.
?
x en 5. 2.

lnx

x
en 3. 3. x ex en 1.

Exercice 16 ••◦◦ Soit f la fonction définie par fpxq “

ˆ x2

x

dt
?
1 ` t2

.

Donner un développement limité de f en 0 à l’ordre 4.

Exercice 17 ••◦◦ DL de la tangente en 0

1. Soit x P Rz

´π

2
` πZ

¯

. Pour tout n P N, posons an “
tanpnqpxq

n!
. Montrer que

@n P N˚, pn ` 1qan`1 “

n
ÿ

k“0

akan´k.

2. En déduire que tanx “
xÑ0

x `
x3

3
`

2

15
x5 `

17

315
x7 ` o

`

x8
˘

.

Exercice 18 ••◦◦
1. Montrer que, pour tout n P N,

1
?
1 ` x

“
xÑ0

n
ÿ

k“0

p´1qk

4k

ˆ

2k

k

˙

xk ` opxnq.

2. En déduire le développement limité de la fonction Arcsin au voisinage de 0 à tout
ordre.

Exercice 19 ••◦◦ DL d’une réciproque
1. On note f la fonction x ÞÝÑ x ` lnp1 ` xq.

a. Montrer que f est bijective de s´1 ,`8r sur son image, que l’on précisera.
b. Montrer que f´1 possède un développement limité à l’ordre 3 en 0 et le cal-

culer.
2. On note g la fonction x ÞÝÑ x ex

2

.
a. Montrer que g est bijective de R sur son image, que l’on précisera.
b. Montrer que g´1 possède un développement limité à l’ordre 5 en 0 et le calculer.

Exercice 20 •••◦ Mines-Ponts MP 2022
Soit n P N et f : x ÞÝÑ ln

`

1 `
?
1 ` xn

˘

. Montrer que f est de classe C 8 sur un
voisinage de 0 et calculer ses dérivées successives en 0.

Applications à la recherche d’équivalents

Exercice 21 •◦◦◦ Banque d’exercices CCINP 2024 (1)
1. On considère deux suites numériques punqně0 et pvnqně0 telles que pvnqně0 est non

nulle à partir d’un certain rang et un „
nÑ`8

vn.

Démontrer que un et vn sont de même signe à partir d’un certain rang.
2. Déterminer le signe, au voisinage de l’infini, de un “ sh

`

1
n

˘

´ tan
`

1
n

˘

.

Exercice 22 ••◦◦
Déterminer des équivalents simples en 0 des fonctions suivantes.

1. x ÞÝÑ ex ´ e´x. 2. x ÞÝÑ ex
2

´ cosx.

3. x ÞÝÑ x ` Arctanx ´ 2 sinx. 4. x ÞÝÑ
1

x

`

3
?
1 ` x2 ´

3
?
1 ´ x2

˘

.

5. x ÞÝÑ
1

x lnp1 ` xq
´

1

sinpx2q
. 6. x ÞÝÑ xx ´ psinxq

x.
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4 Analyse asymptotique

Exercice 23 ••◦◦
Déterminer des équivalents simples des suites de terme général :

1. e´

ˆ

1 `
1

n

˙n

. 2.
a

np1 ` 4nq ´ 2n ´
1

4
.

3. ´2 ` p2n ` 1q ln

ˆ

1 `
1

n

˙

. 4. sin
`

π
?
n2 ` 1

˘

. 5.
1

n
´

ˆ

1 `
1

n

˙´n lnn

.

Exercice 24 ••◦◦ Soit punqně0 une suite réelle.

Montrer que si un “
nÑ`8

op
?
nq, alors

´

1 `
un

n

¯n

„
nÑ`8

eun .

Étude locale d’une fonction

Exercice 25 ••◦◦ Étudier les limites suivantes :

1. lim
xÑ0

lnp1 ` xq ´ sinx

tanx ´ x
. 2. lim

xÑ1

ln
`

2x2 ´ 1
˘

x
?
x ´ 1

. 3. lim
xÑ0

ˆ

1

x2
´

1

sin2 x

˙

.

4. lim
nÑ`8

´

3
n
?
2 ´ 2

n
?
3

¯n

. 5. lim
xÑ0

pcosxq
1{x2

. 6. lim
xÑ0

ˆ

1

x3
´

1

sin3 x

˙

.

Exercice 26 ••◦◦ Soit a P R˚. Déterminer la limite en `8 de

pt ` aq1`1{t ´ t1`1{pt`aq.

Exercice 27 •◦◦◦ Soit f une fonction de classe C 2 au voisinage de 0.
Déterminer

lim
xÑ0

fp5xq ´ 3fp4xq ` 7fpxq ´ 5fp0q

x2
.

Exercice 28 ••◦◦ On note f la fonction définie par fp0q “ 0 et, pour
tout x P R˚

`, fpxq “ x1`1{x.
1. Étudier la dérivabilité de f sur R`.
2. Montrer que f possède un développement limité à l’ordre 3 en 1 et le calculer. Qu’en

déduit-on sur le graphe de f ?

Exercice 29 ••◦◦ À l’aide de développements limités, montrer que

la fonction f : x ÞÝÑ
e´x

sinp2xq
´

cosx

2x
définie sur

ı

´
π

2
,
π

2

”

zt0u est prolongeable par

continuité en 0 et que son prolongement est dérivable en 0.

Exercice 30 ••◦◦ Étudier localement voisinage de 0 les fonctions données
par les expressions suivantes.

1.
lnp1 ` xq

ex ´1
. 2. pchxq

1{x. 3.
1

x
´

1

ex ´1
. 4.

1

lnp1 ` xq
´

1

x
. 5.

x ´ lnp1 ` xq

ex `1
.

Développements asymptotiques et étude d’asymptotes

Exercice 31 ••◦◦ Calculer un développement asymptotique

1. de
ˆ

1 `
1

n

˙n

à la précision o

ˆ

1

n3

˙

au voisinage de `8 ;

2. de Arctanx à la précision o

ˆ

1

x2

˙

au voisinage de `8 ;

3. (•••) de
1

n!

n
ÿ

k“0

k! à la précision o

ˆ

1

n2

˙

au voisinage de `8.

Exercice 32 ••◦◦ Montrer que les fonctions suivantes possèdent une
asymptote en `8, dont on donnera l’équation, et étudier la position relative de leur
graphe par rapport à celle-ci au voisinage de `8 :

1. f : x ÞÝÑ x

c

x ´ 1

x ` 1
. 2. g : x ÞÝÑ px ` 1q e1{x. 3. h : x ÞÝÑ ln

`

e2x ´ ex `1
˘

.
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Analyse asymptotique 5

Divers

Exercice 33 •◦◦◦ Montrer que les familles suivantes sont libres dans RR

grâce à des développements limités.

1.
´

x ÞÝÑ ex, x ÞÝÑ x ex, x ÞÝÑ ex
3
¯

. 2.
´

x ÞÝÑ ex, x ÞÝÑ e2x, x ÞÝÑ ex
2
¯

.

3. px ÞÝÑ sinx, x ÞÝÑ x sinx, x ÞÝÑ cosx, x ÞÝÑ x cosxq.

Exercice 34 ••◦◦ Mines-Ponts MP 2022 Résoudre sur I “ s´1 ,`8r

l’équation différentielle xy1 ` y “
1

1 ` x
. Admet-elle une solution C 8 sur I ?

Exercice 35 •••◦ Soit pEq l’équation différentielle

2xy2 ´ y1 ` x2y “ 0.

1. a. Montrer que les solutions de pEq sur R˚
` sont de classe C 8.

b. Trouver une solution sur R˚
` possédant un développement limité en 0 à tout

ordre ainsi que ses dérivées.

2. En effectuant le changement de variable t “
?
2
3 p˘xq3{2, résoudre l’équation pEq

sur R˚
` et sur R˚

´.

3. Quelles sont les solutions de pEq sur R ?

Exercice 36 ••◦◦ Développement asymptotique d’une suite récurrente

On note punqně0 la suite définie par u0 “ 0 et un`1 “
?
un ` n2, pour tout n P N.

1. Montrer que lim
nÑ`8

un “ `8.

2. a. Établir que, pour tout n P N, n ´ 1 ď un ď n.
b. En déduire un équivalent de un.

3. Montrer que un “
nÑ`8

n ´
1

2
` op1q puis que un “

nÑ`8
n ´

1

2
´

3

8n
` o

ˆ

1

n

˙

.

Exercice 37 •••◦ Soit f une fonction de R` dans R` continue telle que

fpxq “
xÑ0

x ´ axα ` opxαq

au voisinage de 0 avec a ą 0 et α ą 1. On définit une suite punqně0 par u0 P R` et la
relation

@n P N, un`1 “ fpunq.

1. Montrer que, pour u0 assez petit, la suite est décroissante et converge vers 0 .
2. Soit β ą 0, on pose

xn “
1

uβ
n`1

´
1

uβ
n

.

Trouver un équivalent de pxnqně0.
3. En choisissant judicieusement β, trouver un équivalent de la suite punqně0.

(On pourra utiliser le théorème de Cesàro.)
4. Application : prendre fpxq “ sinx.

Exercice 38 ••◦◦ Solutions implicites d’une équation
1. Montrer que, pour tout n P N, l’équation tanx “ x admet une et une seule solution,

notée xn, dans l’intervalle
ı

nπ , nπ `
π

2

”

.

2. Montrer que xn „
nÑ`8

nπ, puis que lim
nÑ`8

xn ´ nπ ´
π

2
“ 0.

3. En déduire que xn ´ nπ ´
π

2
„

nÑ`8
´

1

nπ
.

4. Chercher un équivalent de xn ´ nπ ´
π

2
`

1

nπ
.

5. Conclure que

xn “
nÑ`8

nπ `
π

2
´

1

nπ
`

1

2n2π
` o

ˆ

1

n2

˙

.

Exercice 39 ••◦◦ Mines-Ponts MP 2022
Pour n P N˚, on pose fn : x ÞÝÑ nxn`1 ´ pn ` 1qxn.
1. Soit n P N˚. Montrer que l’équation fnpxq “ 1 possède une unique solution xn dans

R`.
2. Calculer fn

`

1 ` 2
n

˘

. Montrer que la suite pxnqně1 est convergente et trouver sa
limite.

3. On pose un “ npxn ´ 1q et h : x ÞÝÑ expx ´ 1q. Montrer que lim
nÑ`8

hpunq “ 1.

4. Montrer que xn “
nÑ`8

1 `
α

n
` o

ˆ

1

n

˙

, où α désigne la solution de l’équation

hpxq “ 1.
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6 Analyse asymptotique

Exercice 40 ••◦◦ Solutions implicites d’une équation
1. a. Montrer que pour tout n P N˚, l’équation x ´ lnx “ n admet une unique

solution dans r1 ,`8r que l’on note un.

b. Montrer que un “
nÑ`8

n ` lnn `
lnn

n
` ˝

ˆ

lnn

n

˙

.

2. a. Montrer que pour tout n P N˚, l’équation x ´ lnx “ n admet une unique
solution dans s0 , 1s que l’on note un.

b. Montrer que un “
nÑ`8

e´n ` e´2n ` o
`

e´2n
˘

.

Exercice 41 •••◦ Solutions implicites d’une équation Soit α ą e.
1. Montrer que l’équation ex “ αx, d’inconnue x dans R`, possède exactement deux

solutions xα et yα avec xα ă yα.
2. a. Montrer que yα „

αÑ`8
lnα.

b. Déterminer un équivalent simple de yα ´ lnα lorsque α tend vers `8.
3. a. Étudier la monotonie de la fonction α ÞÝÑ xα sur se ,`8r et en déduire

lim
αÑ`8

xα.

b. Déterminer un développement asymptotique de xα à la précision o

ˆ

1

α2

˙

lorsque α tend vers `8.

Exercice 42 ••◦◦ Solutions implicites d’une équation
Soit n ě 1 et fn la fonction définie par

fnpxq “
1

x ´ 1
`

1

x ´ 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

x ´ n
.

1. Pour λ P R˚
`, montrer que l’équation fnpxq “ λ admet une unique solution dans

sn ,`8r que l’on notera xn.
2. Étudier la suite fnpαnq pour α ą 1.

3. En déduire que xn „
nÑ`8

n
eλ

eλ ´ 1
.

Exercice 43 •••◦ X MP 2022

Soit n ě 2. On note P pk, nq “

k
ź

i“0

ˆ

1 ´
i

n

˙

, pour 0 ď k ă n.

1. Montrer qu’il existe un plus petit k P J0 , n ´ 1K tel que P pk, nq ď 1
2 . On le note kn.

2. Montrer que la suite pknqně2 tend vers l’infini.
3. Montrer que kn “

nÑ`8
opnq.

Exercice 44 •••• ENS Lyon MP 2022
Pour n P N˚, on note cn “ |P X J0 , nK|, où P désigne l’ensemble des nombres premiers.
On note rn “

ź

pPP,p|n!

p.

1. Montrer que rn “
nÑ`8

Op4nq.

2. Montrer que ccnn “
nÑ`8

Oprnq.

3. En déduire que cn “
nÑ`8

O
´ n

lnn

¯

.

Exercice 45 •••• X MP 2022 Pour n P N˚, on note ipnq (resp. ppnq)
le nombre de diviseurs positifs impairs (resp. pairs) de n. Déterminer la limite, un
équivalent, puis un développement asymptotique de la suite punqně1 de terme général

un “
1

n

n
ÿ

k“1

pipkq ´ ppkqq.
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Analyse asymptotique 7

Indications
Exercice 31. 2. Exprimer Arctanpxq en fonction de Arctan

`

1
x

˘

.
Exercice 39. 3. Remarquer que la suite punqně1 est bornée. 4. h induit une bijection sur un

intervalle bien choisi.
Exercice 43. 2. Commencer par montrer que pknqně2 est monotone.

3. On peut établir que kn ď 2t
?
nu, à partir d’un certain rang.

Éléments de réponses

Exercice 1. 1. “
nÑ`8

1
?
n

`
1

n
` o

ˆ

1

n

˙

. 2. “
xÑ0

1

x2
` o

ˆ

1

x2

˙

. 3. “
xÑ0

x lnx ` x ` opxq.

4. “
nÑ`8

lnn

n
` o

ˆ

lnn

n

˙

. 5. “
nÑ`8

n2

lnn
` n lnn ` opn lnnq.

Exercice 2. 1.
?
x. 2. x2. 3.

n2

π
. 4.

4 lnn

n
. 5. ´x lnx. 6.

?
3

3
px ´ 1q. 7. 4. 8. ´

x2

4
.

9.
π ´ x
?
π

. 10.
7 lnx

x2
. 11. ´x lnx. 12. ´

x2 lnx

2
. 13.

$

’

&

’

%

1
x

si α ă 0,
1
2x

si α “ 0,
1

xα`1 si α ą 0.

14. 1.

15. 2nn{2. 16.
3x2

2
. 17. e´

?
n. 18. e1´n. 19. ´

13x

34
. 20. p2nq!. 21. ´

eπ{2

2n
.

Exercice 3. 1.a. xln x
“

xÑ`8
opplnxq

x
q. 1.b. pxx

q
x

“
xÑ`8

o
´

xxx
¯

.

2.a. pex ´1q
3

“
xÑ0

opx sinxq. 2.b. e´1{x2

“
xÑ0

o
`

x3
˘

.

2.c. ln
`

x2
˘

sin2 x “
xÑ0

oplnx lnp1 ` xqq.

Exercice 4. 2. ppn ` 1q ¨ ¨ ¨ p2nqq
1{n

„
nÑ`8

4n
e

.

Exercice 8. 1. 2. 2. ´
1

2
. 3. ´8. 4. 1. 5. `8. 6. e4. 7. e2. 8. 1. 9. π. 10. 0.

11.
eπ{2

2
. 12. ´

?
3. 13.

1

2
.

Exercice 9. 1. un „
nÑ`8

n2 et lim
nÑ`8

un “ `8. 2. un „
nÑ`8

?
n et lim

nÑ`8
un “ `8.

3. un „
nÑ`8

2n et lim
nÑ`8

un “ `8. 4. un „
nÑ`8

2
?
n et lim

nÑ`8
un “ `8.

5. un „
nÑ`8

1

2
?
n

et lim
nÑ`8

un “ 0. 6. un „
nÑ`8

1

n
et lim

nÑ`8
un “ 0.

7. un „
nÑ`8

1

n
et lim

nÑ`8
un “ 0. 8. un „

nÑ`8
2 lnn et lim

nÑ`8
un “ `8.

9. un „
nÑ`8

1 et lim
nÑ`8

un “ 1. 10. un „
nÑ`8

1

2
et lim

nÑ`8
un “

1

2
.

11. un „
nÑ`8

´
1

n
et lim

nÑ`8
un “ 0. 12. un „

nÑ`8
´1 et lim

nÑ`8
un “ ´1.

13. un „
nÑ`8

n2 et lim
nÑ`8

un “ `8. 14. un „
nÑ`8

1 et lim
nÑ`8

un “ 1.

15. un „
nÑ`8

1 et lim
nÑ`8

un “ 1. 18.
?
ab.

Exercice 13. 1. x2
´

5

6
x4

` o
`

x5
˘

. 2. x4
´

2

3
x6

` o
`

x7
˘

.

3. x ´ 3x2
`

13

2
x3

´
79

6
x4

` o
`

x4
˘

. 4. x ´
x3

2
`

x5

3
` o

`

x5
˘

.

5. 1 ` ln 2 ˆ x `
ln2 2

2
x2

` o
`

x2
˘

. 6. ´x `
x2

2
`

2

3
x3

` o
`

x3
˘

.

7. 1 `
x

2
´

x2

8
´

x3

48
` o

`

x3
˘

. 8. ln 2 `
x

2
´

x2

8
` o

`

x2
˘

.

9. ln 2 `
3

4
x ´

11

32
x2

`
7

32
x3

` o
`

x3
˘

. 10. 1 ´
7

6
x2

`
83

72
x4

` o
`

x5
˘

.

11. 3x ´
9

2
x2

`
15

2
x3

` o
`

x3
˘

. 12. 2x2
` o

`

x3
˘

. 13. 1 `
1

4
x2

` o
`

x3
˘

.

14. 1 ´
1

2
x2

`
5

24
x4

` o
`

x4
˘

. 15. ´
1

12
x4

`
1

8
x5

` o
`

x5
˘

.

Exercice 14. pa, bq “ p1{2,´1{2q.

Exercice 15. 1.
?
5 `

?
5

10
px ´ 5q ´

?
5

200
px ´ 5q

2
` o

`

px ´ 5q
2
˘

.

2.
ln 3

3
`

1

9
p1 ´ ln 3qpx ´ 3q `

1

9

ˆ

ln 3

3
´

1

2

˙

px ´ 3q
2

` o
`

px ´ 3q
2
˘

.

3. e`2 epx ´ 1q `
3 e

2
px ´ 1q

2
` o

`

px ´ 1q
2
˘

.

Exercice 18. 2. Arcsinpxq “
xÑ0

n
ÿ

k“0

1

p2k ` 1q4k

˜

2k

k

¸

x2k`1
` o

`

x2n`1
˘

..

Exercice 19. 1.
x

2
`

x2

16
´

x3

192
` o

`

x3
˘

. 2. x ´ x3
`

5

2
x5

` o
`

x5
˘

.

Exercice 22. 1. 2x. 2.
3

2
x2. 3.

11

60
x5. 4.

2

3
x. 5. ´

1

12
. 6.

x3

6
.

Exercice 23. 1.
e

2n
. 2. ´

1

64n
. 3.

1

6n2
. 4.

p´1q
nπ

2n
. 5. ´

lnn

2n2
.

Exercice 25. 1. Pas de limite
ˆ

„
xÑ0

´
3

2x

˙

. 2.
8

3
. 3. ´

1

3
. 4.

8

9
. 5.

1
?
e
.

6. Pas de limite
ˆ

„
xÑ0

´
1

2x

˙

.

Exercice 26. a.
Exercice 27. ´8f2

p0q.

Exercice 28. 2. fpxq “
xÑ1

1 ` 2px ´ 1q ´
1

2
px ´ 1q

3
` o

`

px ´ 1q
3
˘

.

Exercice 29. fpxq “
xÑ0

´
1

2
`

5

6
x ` opxq.

Exercice 31. 1. e´
e

2n
`

11 e

24n2
´

7 e

16n3
`o

ˆ

1

n3

˙

. 2.
π

2
´

1

x
`o

ˆ

1

x2

˙

. 3. 1`
1

n
`

1

n2
`o

ˆ

1

n2

˙

.

Exercice 32. 1. “
xÑ`8

x ´ 1 `
1

2x
` o

ˆ

1

x

˙

. 2. “
xÑ`8

x ` 2 `
3

2x
` o

ˆ

1

x

˙

.

3. “
xÑ`8

2x ´ e´x
`o

`

e´x
˘

.
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8 Analyse asymptotique

Exercice 34. L’unique solution sur I est donnée par x ÞÝÑ
lnp1 ` xq

x
prolongée par 1 en 0 et

elle est de classe C 8 sur I.

Exercice 35. 1.b. x ÞÝÑ cos

ˆ
?
2

3
x3{2

˙

. 2. x ÞÝÑ λ cos

ˆ
?
2

3
x3{2

˙

` µ sin

ˆ
?
2

3
x3{2

˙

sur R˚
`

et x ÞÝÑ λ ch

ˆ
?
2

3
p´xq

3{2

˙

` µ sh

ˆ
?
2

3
p´xq

3{2

˙

sur R˚
´.

3. x ÞÝÑ

$

&

%

λ cos
´ ?

2
3
x3{2

¯

si x ą 0

λ ch
´ ?

2
3

p´xq
3{2

¯

si x ă 0
avec λ P R.

Exercice 37. 2. xn „
nÑ`8

aβuα´β´1
n .

3. Pour β “ α ´ 1, on obtient un „
nÑ`8

ˆ

1

napα ´ 1q

˙1{pα´1q

. 3. un „
nÑ`8

c

3

n
.

Exercice 39. 1. Appliquer le théorème de la bijection à fn. 2. fn
`

1 ` 2
n

˘

“
`

1 ` 2
n

˘n
ą 1 et

fnp1q “ ´1, ainsi xn P
“

1 , 1 ` 2
n

‰

. En particulier lim
nÑ`8

xn “ 1.

3. Via la définition de xn, il vient un ´ 1 “ x´n
n .
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