— Exercice 5 0000 mmmm Montrer que I'application

22 | Applications linéaires 0 f— (o [[110000)

est un endomorphisme de @ (R, R). Est-il injectif ? surjectif ?

Cabhier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

Applications linéaires définies explicitement — Exercice 6 ee00 == Soit A I'application définie par
A:KY — KN, (Un) ey = (Ung1 — Un)pen-

m—— Exercice 1 000 mmm— Montrer que les applications suivantes sont linéaires,

Montrer que A est linéaire.
Décrire Ker A.

Déterminer un supplémentaire de Ker A.

déterminer une base de leur noyau et une base de leur image et préciser si elles sont injec-
tives/surjectives. On déterminera en outre une équation de I'image pour les applications
de la question 1.
1. a. (z,y) — (y — 32,52 + 2y, x + y) de R? dans R3.
b. (z,y,2) — (x +y+ 2,2 + 3y + 22,3z + y + 22) de R?® dans R3.
c. (z,y,2,t)— (x —y+t,2v+y—2,y+2z) de R* dans R>.
d. (z,y,2) — (z + 2,y + 2,0) de R?® dans R3.

Montrer que A est surjectif.
Calculer A? et déterminer Ker(A?).

bl ol o

—— Exercice 7 o000 = Soit a € K. Montrer que E, = {P € K[X] | P(a) = 0}

1 3 R
2. a M+~ ( )M de .#>(R) dans lui-méme. est un sous-espace vectoriel de K[X], isomorphe a K[X].

39

b. M — AM —tr(M)A, ot A = (; i), de #>(R) dans lui-méme.
3. P—> X(P'(X + 1) — P'(1)) de R3[X] dans lui-méme. Applications linéaires abstraites
— Exercice 2 €000 =  Exercice 8 eocco === Quelques réflexes indispensables
Pourquoi les applications suivantes ne sont-elles pas linéaires 7 Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels.

1. Soit f e AE,F) et ge AF,G).
a. Montrer que go f = 0 si et seulement si Im f < Kerg.
b. Montrer que Ker f < Ker(go f) et Im(go f) < Img.

1. f:R—Rax—2+1. 2. [ R —>R,(z,y) — zy.

=  Exercice 3 000 mm— Montrer que I’application suivante est un automor- c. Montrer que Kerg nIm f = f(Ker(g o f)).
phisme de R? et déterminer sa réciproque 2. Soit f,g € AE,F). Montrer que
(x,y,2) — (2 + 2y, 4z —y + 42,22 + 2y + 2). Im(f+g)cImf+Img et KerfnKergc Ker(f+g).

3. Soit f,g € AE).
a. Si f et g commutent, montrer que Ker g et Im g sont stables par f.
b. Pour tout A € K, Ker(f — A\Idg) = {x € E | f(z) = Az}

1. f f —2f"+3f. 2. f—expof. 3. fr (sinxf). 4 f— f(2025) c. Pour tout A € K, Ker(f — AIdg) est stable par f.

—— Exercice 4 €000 ==
Parmi les applications suivantes, lesquelles sont des endomorphismes de €% (R, R) ?
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Applications linéaires

— Exercice 9 0000 mmm

Soit E un K-espace vectoriel et z1,...,z, € E. On

n
note ¢ 'application (A;)1<i<n — Z Miz; de K® dans E.
i=1
1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. Interpréter la surjectivité, l'injectivité et la bijectivité de ¢ en termes de propriétés

de la famille (zy,...,2,) et décrire, dans le dernier cas, la réciproque de 1.

—— Exercice 10 €000 = Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(FE).
Comparer Ker fP et Ker f¢ d'une part, puis Im fP et Im f?¢ d’autre part, pour tous
p,q € N avec p < q.

= Exercice 11 ecoo === Soit F un K-espace vectoriel non réduit au vecteur nul
et f € A F) nilpotent. Montrer que Ker f # {0g} et Im f # E.

= Exercice 12 0000 Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(E).
Ker f nIm f = {0p} <= Kerf?=Kerf.

E=Kerf+Imf «<— Imf?=Imf{.

1. Montrer que
2. Montrer que

= Exercice 13 €000 Soit E un R-espace vectoriel et f,g,h € L(FE) tels
que f =goh,g=hofeth=fog.

1. Montrer que Ker f = Kerg = Kerh et Im f = Img = Im h.

2. Etablir que f2 = g% = h2.

3. Montrer que f5 = f.

4. En déduire que E = Ker f @ Im f.

=  Exercice 14 ee0o === Soit F un K-espace vectoriel et f € A FE).
1. Si f2 =3f —2Idg, montrer que E = Ker(f — Idg) ® Ker(f — 21dg).

2. Si f3 = Idg, montrer que E = Ker(f — Idg) (—BKer(f2 +f+ IdE).

= Exercice 15 0000 =
polynéme X2 + 4X — 5 annule f.

Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(F) tel que le

1. Montrer que f est un automorphisme et déterminer f~! en fonction de f.
2. Calculer, pour tout n € N, le reste de la division euclidienne de X™ par X2 +4X —5.

3. En déduire, pour tout n € N, 'expression de f™ en fonction de f et n.
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— Exercice 16 €000 = Soit E, E', F et F' des K-espaces vectoriels.
On suppose qu’il existe ¢ un isomorphisme de E sur E’ et 1) un isomorphisme de F sur
F’. Montrer que Iapplication

L(B,F) — ZL(EF), fr—dofop™

est bien définie et est un isomorphisme.

= Exercice 17 000 mmm Soit E un K-espace vectoriel. A tout endomorphisme
g de E, on associe l'application ¢, définie sur .Z(E) par

Ve AE), ¢4(f)=1rfg—9gf
1. Montrer que ¢, est un endomorphisme de Z(E).
2. Montrer que si g est nilpotent, alors il en va de méme de ¢y .
3. Soit f,g € AE) tels que ¢4(f) = Idg.

a. Montrer que, pour tout n € N* fg" — g"f = ng"~'.

b. Montrer que la famille (gk) est libre.

keN

——  Exercice 18 0000 mmmm Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(E) tel que,
pour tout z € E, la famille (z, f(x)) est liée, i.e.

Vee E, INekK, f(z)=A.

Montrer que f est une homothétie.

= Exercice 19 0000 mmm Soit E et I’ deux K-espaces vectoriels.
On suppose que E = G® H. Montrer que A = {u € L E, F) | G < Keru} est un espace
vectoriel isomorphe a Z(H, F).

— Exercice 20 eeee —— Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
d’un K-espace vectoriel E. Pour toute application f € A(F,G), on considére

Vi={z+ f(z) |z e F}.
1. Montrer que tout supplémentaire S de F' vérifie I’assertion
«Vx e F,

JlyeG, xz+yeS».

2. Montrer que tout supplémentaire de F est de la forme V, pour une unique appli-
cation f e AF, Q).

3. En déduire que tous les supplémentaires de F' sont isomorphes.
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Applications linéaires

Projecteurs et symétries

= Exercice 21 €000
1. a. Montrer que Ro[X] = R;[X] @ Vect(X? + X + 1).

b. Déterminer une expression de la projection sur R;[X] parallelement a
Vect(X2 + X + 1).

2. On pose

G:{(x,y,z)eR3|x+y+2z:0} et F:{(Jc,y,z)eR3|x:—y:—z}.

a. Montrer que R3 = F@G.
b. Déterminer une expression de la symétrie par rapport & F' parallélement & G.

3. Onpose E = {f € €(R,R) | f(0) = 0}.
a. Montrer que €(R,R) = E @ Vect(exp).
b. Déterminer une expression de la projection sur F parallélement a Vect(exp).

— Exercice 22 €000 = Soit E un K-espace vectoriel et p un projecteur de FE.

1. Montrer que Idg —p est aussi un projecteur de E et relier son image et son noyau
a Imp et Kerp.

2. Montrer que 2p — Idg est une symétrie et la caractériser géométriquement.

= Exercice 23 €000 ==
Soit E' un K-espace vectoriel, f € Z(E) et p un projecteur de E. Montrer que p et f
commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par f.

= Exercice 24 000 ==
Soit F un K-espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs de E. On suppose que p et ¢
commutent. Montrer que poq est la projection sur Im p nIm g de direction Ker p+ Ker q.

= Exercice 25 0000 mmm
Soit £ un K-espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs de FE.

1. Montrer que p + g est un projecteur de E si et seulement si pog=qgop = 0» ).

2. Le cas échéant, montrer que Im p et Im ¢ sont en somme directe et que p + ¢ est la
projection sur Im p @ Im ¢ de direction Kerp n Ker q.
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— Exercice 26 €000 mmmm Soit E un K-espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs
de E. Montrer que Ker p = Ker ¢ si et seulement si p=pogqget g=qonp.

= Exercice 27 0000
de E. Montrer que

Soit E un K-espace vectoriel et u et v deux symétries

Ker(uv — vu) = Ker(u + v) @ Ker(u — v).

= Exercice 28 eec0 === Mines-Ponts MP 2022 Soit p et ¢ deux projecteurs
d’un espace vectoriel E sur un sous-corps quelconque K de C.

1. On suppose que p + ¢ est un projecteur. Que dire de poget gop?
2. On suppose que p — g est un projecteur. Que dire de poqet gop?
3. Soit A € K\{1}. Déterminer l'inverse de Idg —Ap.
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Applications linéaires

Indications

Exercice 5. Ne pas oublier d’établir que ® est a valeurs dans ¢ (R, R).
Exercice 7. On pourra considérer la base ((X —a)"),_, de K[X] en lien avec le théoréme 41.
Exercice 13. 4. On pourra considérer la décomposition x = z— f*(x) 4+ f*(z), pour tout = € E.
Exercice 19. Le recours au théoréme 43 de rigidité est vivement conseillé.

Exercices 24 et 25. Pour les projecteurs, un élément de I'image est son propre antécédent !

Exercice 27. Pour l'inclusion non triviale, on pourra s’intéresser au produit (v —v)(u+v) dans
Panneau AE).

Eléments de réponses

Exercice 1. 1.a Ker f = {Og2} et f est injective, ((—3,5,1),(1,2,1)) est une base de Im f et
Im f = {(z,y,2) e R® | 3z + 4y — 11z = 0}.
1.b Ker f = Vect((1,1,—2)), ((1,1,—2)) en est une base et f n’est pas injective.
((1,0,4),(0,1,—1)) est une base de Im f et Im f = {(z,y,2) € R® | 4z —y — 2 = 0}.
l.c Ker f = Vect((—1,1,-1,2)), ((—1,1,—1,2)) en est une base et f n’est pas injective.
Im f = R® et f est donc surjective.
1.d Ker f = Vect((—1,—1,1)), ((—1,—1,1)) en est une base et f n’est pas injective.
Im f =R*x {0} = {(z,y,2) e R* | z = 0}, ((1,0,0), (0,1,0)) en est une base et f n’est pas

surjective.
. -3 0 0 -3
a=—3cet b= —Bd}7 ainsi (( 1 O)’ (O 1 )) est une base

2aKerf = {(Z Z)
10 0 1 )
((3 0), (0 3)> est une base de Im f et f n’est pas
surjective.

de Ker f et f n’est pas injective.

2.b Ker f = {0z, } et f est injective. Im f = .#5(R) et f est surjective.

3. Ker f = Ri[X], qui admet pour base canonique (1, X), et f n’est pas injectif.

(X2, X?) est une base de Im f, donc Im f # Rs[X] et f n’est pas surjective.
Exercice 3. L’automorphisme réciproque est

(z,y,2) —> (92 + 2y — 82, —4x — y + 4z, —10x — 2y + 9z).

Exercice 4. Les applications des questions 1, 3 et 4 sont des endomorphismes de ¢ (R, R).
En revanche I'application de la question 2 n’en n’est pas un (le vecteur nul a pour image
la fonction constante égale a 1).

Exercice 5. L’application ® est injective (Ker @ = {0}) et non surjective (Im® < 2(R, R)).

Exercice 6. 2. Ker A = Vect((1)n>0) (sev des suites constantes).
3. {(un),=0 | w0 = 0} (et plus généralement {(un), -, | up = 0}, pour p € N) est un sup-
plémentaire de Ker A dans K.
4. Les solutions de ’équation A(u) = v, pour u,v € KY, sont les suites

n—1
u=|a+ Z Vg s
k=0 n=0
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ainsi A est surjectif.
5. A? . (u")n>0 — (Unt2 — 2Un+1 + Un), ainsi les éléments de Ker A? sont les suites
récurrentes linéaires homogénes d’ordre 2 de polynoéme caractéristique (X — 1)2, soit

Ker A” = {An +p),20 | A e K} = Vect((1)nz0, (n)n=0).

Exercice 9. L’application ¢ est surjective (resp. injective, resp bijective) si et seulement si la
famille (mi)lsisn est génératrice (resp. libre, resp. une base de E). Lorsque ¢ est bijective,
@~ ! est 'application de E dans K" qui & un vecteur = de E associe la famille de ses
coordonnées dans la base (i), ;.-
Exercice 10. Pour tous p,q € N avec p < q, on a Ker f? c Ker f? et Im f? < Im f?.
Exercice 15. 1. f~' = L(f + 41dg). 2. Le reste est *=G2% x 4 2HCEHT
n _ 1—(=5)" 54(=5)"

3. f"=—5—f+ 5> 1de.
Exercice 16. L’isomorphisme réciproque est f —> ¢ * o f o ¢.
Exercice 21. 1.a Il suffit de vérifier que (1, X, X%+ X +1) est une base de Ra[X] (cf. théoréme

92 du chapitre 21). 1.b La projection est donnée par aX? +bX 4+ c+— (b—a)X +c—a.

2. Pour tout (z,v,2) € R?,

T+y+ 22
2
=geG =feF

1
(x,y,z)=5(3x+y+2z,—x+y—2z,—a}—y)+ (-1,1,1),

ainsi la symétrie par rapport a I’ parallelement & G est
(z,y,2) — f—g=(—20—y—2z,z+ 2z, +y + 2).

3. Pour tout f € €(R,R), f = f(0)exp+ f — f(0) exp, ainsi la projection sur E paralléle-
[N —

eE
ment a la droite Vect(exp) est f +—— f — f(0) exp.

Exercice 22. Cf. théoréme 57.
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