21 | Espaces vectoriels

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

(Sous-)Espaces vectoriels et combinaisons linéaires

= Exercice 1 ecoo === Soit £ un K-espace vectoriel et F' une partie non vide
de F. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Vo,ye F, VYA\ueK, Mx+puyelkF;

(ii) Ve,ye F, VAeK, M+yeF;
(iii) Vo,ye F, x+yelF et

VreF, VYAeK, MxekF.

— Exercice 2 0000 = Q
Construire sur le groupe R* une structure de R-espace vectoriel.

= Exercice 3 €000 m——
1. Dans R3, (5,5,1) est-il combinaison linéaire de (2,3,0) et (3,2,0)?

2. Dans R[X], 16 X3 —7X?2+21X —4 est-il combinaison linéaire de P = 8 X3 —-5X2%+1
et Q=X2 17X 27

3. Dans R®, x — sin(2x) est-elle combinaison linéaire de sinus et cosinus ?

= Exercice 4 €000 m=—m &
Montrer que, pour tout A € .#>(K), A? est combinaison linéaire de Iy et A.

= Exercice 5 €000 === @
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

. A(z,y) eR2 |z =y}

{(z,2z,3x) | x € R}.

{(:E,y) e R?) ’ 2 4+x+y?= O}.

. {PeK[X]]|degP > 2}.

- A{f e 2(R,R) | £(0) + F(1) = f(0)}-

2. {(z,y)eR? |22 — 5y — 1 =0}.

4. {(z,y,2) eR® |y =0}.

6. {(x,y,z)eR3|x=yet 3y72,z:0}.
8. {PeK[X]|P(X?) =P +X'P}.
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— Exercice 6 €000 = O
Les sous-ensembles suivants de RR en sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

1. A= {f e RR ‘ f est continue sur R}.
3. C= {feRR ’ f est paire}.

2. B= {f e RR ’ f est dérivable sur R}.
4. D = {f e RR } festl— périodique}.

i - 0f
8. H= {f e RR ’ f est monotone sur R}.

5.E={f€RR|f(a)=O},avecaeR. G.Fz{feRR

7. G = {f e RR ’ f est croissante sur ]R}.

- Exercice 7 eeoco == Unions, intersections et sommes de sev
Soit F un K-espace vectoriel.

1. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

a. Onnote F+ G ={z+y| (z,y) e F x G}.
Montrer que F' + G est un sous-espace vectoriel de E.
b. Etablir les inclusions FNGc FcF+G e FnGcGcF+G.

c. Montrer que F'u G est un sous-espace vectoriel de FE si et seulement si F' < G
ouGc F.

d. Démontrer que F' + G = Vect(F u G).

2. Soit (F;),;.; une suite filtrante de sous-espaces vectoriels de E, i.e. telle que

Vi,jel, 3dkel, F,ulF;c k.

Montrer que U F; est un sous-espace vectoriel de FE.
iel

—— Exercice 8§ €000 =—— @&

1. Soit les quatre vecteurs de R?

u=(2,1,-3), v=(32-1), s=(1,0,—5) et ¢=(1,1,2).

Montrer que Vect(u,v) = Vect(s, t).

2. Montrer par des opérations sur les Vect 1'égalité
Ro[X] = Vect ((X —1)%, (X — 1)(X + 1), (X + 1)%).

3. Soit ae R, et u = (1,—1,1) et v = (0, 1,a) deux vecteurs de R®. A quelle condition
nécessaire et suffisante sur a le vecteur (1,1,2) appartient-il & Vect(u,v)?
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= Exercice 9 eeco === Dans R*, donner un systérne d’équation du sous-espace
vectoriel engendré par les deux vecteurs (17 1,1,1) et (1,2,—1,3).

= Exercice 10 €000 === @
1. Préciser une famille finie de vecteurs de R? qui engendre le sous-espace vectoriel
F={(z,—x,—3z) | z e R}.
2. Préciser une famille finie de vecteurs de R? qui engendre le sous-espace vectoriel
F= {(x,y,z)eR?’ ‘ 20+ 3y —5z=0¢et 4x+3y762=0}.
3. Soit F = Vect((1,1,2,1),(1,0,1,1),(0,1,2,3)).
a. Soit (x,y, z,t) € R A quelles conditions sur z,, z et t le quadruplet (z,y, z,t)
est-il un élément de F' 7
b. Le vecteur (—1,1,1,—1) est-il un élément de F'? et le vecteur (2,—2,1,5)7

a b ¢ d
4. Soit F' = e a b Z (a,b,c,d,e) € R® 3. Montrer qu’il existe une famille
e e a
e e e a
finie de matrices de .#4(R) qui engendre le sous-espace vectoriel F.

——  Exercice 11 €000 mmmm Montrer que, pour tout n € N,

Vect(z — cos(kz))g<pe, = Vect(z — cos® x

)Oékén'

Sous-espaces affines

—— Exercice 12 €000 ==
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces affines.

1 {(z,y,2)eR3 |z —y+z2=2et 20 +y+2z =1}
2. (M e ,(K) | tr(M) = 1.
3. {ye%l(RR)‘VxeR, ey (z) + y(o) = 1}.

4. {fe CR,R) [ f(0) =2 et f(1) = —3}.

——  Exercice 13 0000 mmmm
Soit E un K-espace vectoriel et .# et &4 deux sous-espaces affines de E de directions
respectives F' et G et contenant respectivement les points A et B.

1. Montrer que .% et ¢4 sont concourants si et seulement si ABeF +G.

2. Montrer que si £ = F @ G, alors 'intersection de % et ¢4 est réduite & un point.
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Familles libres et bases

= Exercice 14 000 mm= &

1 2 1 1 1 0 0 1
. i L . 9
1. La famille (<3 4), (1 1), <1 0), (O 1)) est-elle génératrice de #5(R) 7

2. Déterminer une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :
a. #([R). b. T,F(R). c. S(R).

3. On note E Vespace des suites (uy)n>0 telles que, pour tout n € N, upy1 = 3uy,.
Déterminer une famille génératrice de E.

= Exercice 15 €000 mm= &
1. La famille ((1,-2,0),(6,0,0
2. La famille ((1,-1,0),(1,2,3

) de R? est-elle libre ?
,(4,-3,-2)) de R? est-elle libre ?

= =
—~
o @
N =

0 0 2 00

2 0),10 0 0]]de.#5R) est-elle libre ?
-1 0 0 0 0 0
1

. 1 2 0 0 0 .
4. La famille <<3 4), ( <O 0>7 (O 1)) de A5 (R) est-elle libre ?

= Exercice 16 ecoo === Soit w € C. Montrer que la famille (1,w) est libre dans
le R-espace vectoriel C si et seulement si Imw # 0.

1 0 0 0
3. La famille 0 0 01,10
0 0 0

— Exercice 17 e000 = @& Soit (x1,...,2s5) une famille libre d’un R-espace
vectoriel E. Les familles suivantes sont-elles libres ?

2. (21,29, 3x3).

4. (1'171’1 —

1. (z5,21).
3. (z1,2x3 + z2, 25 + 321). 3x9, x3 + 2xa, 2x3 + T2).

— Exercice 18 0000 == @ Considérons v = (1,i,—3), v = (1 —4,2,4) et
= (2 +1, 3i, —4) des vecteurs de C3. Est-ce que (u,v,w) est une famille liée de C3 vu
comme un C-espace vectoriel 7 un R-espace vectoriel 7

—— Exercice 19 ¢000 =
1. La famille ((2"),,29, (3"),0) de RY est-elle libre ?

2. A quelle condition sur le réel o la famille (z — cosx,z — cos(z + «)) de RE
est-elle libre 7
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—  Exercice 20 €000 mmm—

2
On considére les fonctions f : 2 +—— €%, g: 2 +—— e*® et h:  — e sur R. Montrer de
deux maniéres différentes que la famille (f, g, h) de R¥ est libre

1. par une technique d’évaluation ; 2. par une étude asymptotique en +oo.

= Exercice 21 000 mm=  Soit (Py))<<, un famille de polynomes et A € K tels
que la suite (mult(Py, \)))<j<,, S0it strictement croissante.
Montrer que la famille (Py),<<,, est libre.

— Exercice 22 0000 == Q Soit F un K-espace vectoriel et uy,...,u, € E.
Pour tout & € [1,n], on pose vy = ug + ...+ ug.

1. Montrer que la famille (uj,...,u,) engendre E si et seulement si la famille

(v1,...,v,) engendre E.

2. Montrer que la famille (uq, ..., u,) est libre si et seulement si la famille (v1,...,v,)

Pest.

— Exercice 23 esco == @  Montrer que les suites (n*) _ , k décrivant N, sont

linéairement indépendantes dans l’espace RY.

— Exercice 24 0000 =——
1. Montrer que la famille ( — |z — A|), de €(R,R) est libre.
2. Montrer que la famille (z —> eAw)/\eR de F(R,R) est libre.
3. Ces familles sont-elles des bases de (R, R) ?

= Exercice 25 0000 mmm
1. a. Montrer que la famille (In p)pep est Q-libre, i.e. une famille libre du Q-espace
vectoriel R.
b. En déduire que Inp est rationnel pour au plus un nombre premier p.

On peut montrer que Inr est irrationnel pour tout r € Q%\{1}, mais c’est plus
difficile.

2. a. Montrer que la famille (1, \/ﬁ) est Q-libre, pour tout p € P.
b. En déduire que la famille (1, V2,4/3, \/6) est Q-libre.
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—  Exercice 26 €000 mmm
Soit & = ((—1,1,1),(1,—1,1),(1,1,—1)) une famille de vecteurs de R3.
1. Montrer que % est une base de R3.
2. Déterminer, pour tout u = (a,b,c) € R3, les coordonnées de u dans la base 2.

=  Exercice 27 €000 mmm

1. Montrer que la famille ((X —1)%, X2, (X + 1)?) est une base de Ry[X] et détermi-
ner les coordonnées du polyndéme X2 + X + 1 dans cette base.

2. Montrer que la famille (X3 + X? — X — 1, X% — X2 + 1, X3 - X% + X, X? + 2X + 1)
est une base de R3[X] et déterminer les coordonnées du polynome X2 dans cette
base.

= Exercice 28 ecooc === O Les familles suivantes sont-elles des bases ?
1. ((2,0,a),(2,a,2),(a,0,2)), avec @ € R.
2. ((1,0,2,1),(0,1,1,2),(2,0,1,1),(2,1,0,1)).

—— Exercice 29 €000 ==
Déterminer une base de chacun des sous-espaces de R? définis par

dr — 2y + 62 =0
-2z + y — 3z

a. z+2y+32=0.
{295—2—0
b.
y +2=0
2 + y — 32 =0 e.
dr + 2y — 52 =0

I
o

|
o

r — 3y — 2
20 — by + 2z
3z — 7y + 52 =0

I
o

= Exercice 30 €000 mmm—
Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels suivants.

1 {(z,y,2) e R |z + 2y + z = 0}.
2. (M e .#(R) | AM = 0}, avec A = (; Z)

3. {PeRy[X]| P(X2) = (X* +1)P}.
Ay, zt)eRY [z +y=0 et 20— z+t=0}.
5. {P e Ry[X] | P(0) = P(1) = P(2)}.

=y

—  Exercice 31 0000 On note A la matrice (;; _11> et € l'ensemble des

matrices de .#>(R) qui commutent avec A. Montrer que € est un sous-espace vectoriel
de #5(R) et en déterminer une base.
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Somme de sous-espaces vectoriels = Exercice 39 0000 == @ Soit z1,...,z, € R distincts. On pose

) F:{fE%(RvR)|VkG[[17n]]a f(mk):()}
= Exercice 32 €000 ==
Soit E un K-espace vectoriel et Fy, F5 et G trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de (R, R) et en déterminer un supplémen-

1. Comparer G n (Fy + F3) et (G n Fy) + (G n Fy). taire dans ¢'(R,R).
2. Si F} et Iy sont en somme directe, montrer qu’il en va de méme de F; "G et F5nG.
3. Si F} et F5 sont supplémentaires dans FE, F; n G et F5 n G le sont-ils dans G 7

‘mO g {2F ‘0}\A 3 © 1s JueweNes 10 Is dsey T "7 d1249X]

= Exercice 33 €000 === On pose G = Vect((1,0,0,1),(0,1,1,0)) et (é ‘é_ ‘%_ ‘é) J10S $00UTOPI000 ST g
F={(z,y,z,t) eR* [z +y+2=0 et y—z+t=0} . .
-(7_ ‘0‘7) JUOS SE9UUOPIO0D ST "I */ 7 91249X]
Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*. € T

’(q f_ p Lo _'Z_ p Lo f_ q) JUOS S99UUOPIO0D SO *g *QZ d1249Xg

= Exercice 34 000 Soit A € R. A quelle condition nécessaire et suffisante

ZU\M S0 g MO T "G 921249X
Vect((A, A, 1)) et Vect((1,,1),(2,1,1)) sont-ils supplémentaires dans R? ? zd ¢ MOTT 6L i

"2IqI[-}] 39 991[-) 89 d[[IuIey v "gT IDIDIAXT

WON 'y MO E MO g MO [ LT 991249%X3
= Exercice 35 e0o0 === On note & ’ensemble des fonctions paires de R dans MmO 'y ‘MO E UON ‘g MO ‘T ‘GT 921249X]
R et .# ’ensemble des fonctions impaires de R dans R. (0=(,8)) '.‘E

Montrer que P et S sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*.
T 0 0 O 0 I 0 O T 0 (VN

— Exercice 30 0000 On note F' ’ensemble des fonctions constantes sur (1 o\.f0 T\./O0 O\./[0O O . .
i o o)\ o)lo e'g UON ‘T T 921249%X]
[0,1] et on pose G = {fe‘f([O,l],R) / f)dt=0;.
0 . ) . mojouoN ‘q'g {0 =1+2g—fig+ag| s (1)} =g eg
Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de € ([0, 1], R). ((9°8°€))190A T “((8— T— “1))199A “T "0OT 991049%3
% =D "¢ g IJ1DIAX]
UWON '8 UON L ‘MO 9 ‘MO G MOy ‘MOg ‘MO g MO T 9 WX
‘mo
‘6 ‘MO8 'UON‘L ‘MO 9 UON'G MOy ‘MO g UON ¢ UON ‘T "G 921249X3
TI(V)Pp — v (V)1 = ;¥ "y 901049x3

= Exercice 37 0000 ===
Montrer que {P € R3[X] | P(XQ) = X2P} et {P e R3[X]| P(1) = P(2)} sont supplé-
mentaires dans R3[X].

= Exercice 38 ee00 === On considére les ensembles WON € D+ T MO g UON ‘T € 90DIaX]
. sasuodal ap sjuaw

C = {(un)nzo e RN ! (Un) =0 converge}7 N = {(un)n>0 e RN nllffoo Uy = O} 91 9p {E

ot -o8ueider] op sinojejodivjur sowQuA[od s9] 10I19pIsuod vinod U ‘GE I1249X]

K={(un),so R [JaeR, VneN, u,=al}. “[x]a suep oypiBu ef wyro[dxy "€z 301249X3

. “*a S9p UOIOUOJ US 4N Juole[e8y IowlIdXy *ZzZ 921249X
1. Montrer que C, N et K sont des sous-espaces vectoriels de RY. P HOnHe) ! tees HERL e o 3

2. Etablir que C = N @ K.

A [°LI0392A SDEdSS—M ne Iouowred 9s anod 9JIMNJOMIYS 9P J‘IOdSHQI’l ne Jesuod Z QD!DJSXH
suopesipuj
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