
21 Espaces vectoriels

Cahier de calcul : H. Banque CCINP : H.

(Sous-)Espaces vectoriels et combinaisons linéaires

Exercice 1 •◦◦◦ Soit E un K-espace vectoriel et F une partie non vide
de E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes
(i) @x, y P F, @λ, µ P K, λx ` µy P F ;
(ii) @x, y P F, @λ P K, λx ` y P F ;
(iii) @x, y P F, x ` y P F et @x P F, @λ P K, λx P F .

Exercice 2 ••◦◦ �
Construire sur le groupe R˚

` une structure de R-espace vectoriel.

Exercice 3 •◦◦◦ ✓

1. Dans R3, p5, 5, 1q est-il combinaison linéaire de p2, 3, 0q et p3, 2, 0q ?
2. Dans RrXs, 16X3´7X2`21X´4 est-il combinaison linéaire de P “ 8X3´5X2`1

et Q “ X2 ` 7X ´ 2 ?
3. Dans RR, x ÞÝÑ sinp2xq est-elle combinaison linéaire de sinus et cosinus ?

Exercice 4 •◦◦◦ ✓
Montrer que, pour tout A P M2pKq, A2 est combinaison linéaire de I2 et A.

Exercice 5 •◦◦◦ ✓
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

1.
␣

px, yq P R2
`

ˇ

ˇ x “ y
(

. 2.
␣

px, yq P R2
ˇ

ˇ 2x ´ 5y ´ 1 “ 0
(

.

3. tpx, 2x, 3xq | x P Ru. 4.
␣

px, y, zq P R3
ˇ

ˇ y “ 0
(

.

5.
␣

px, yq P R2q
ˇ

ˇ x3 ` x ` y2 “ 0
(

. 6.
␣

px, y, zq P R3
ˇ

ˇ x “ y et 3y ´ 2z “ 0
(

.

7. tP P KrXs | degP ě 2u. 8.
␣

P P KrXs
ˇ

ˇ P
`

X2
˘

“ P 1 ` X4P
(

.
9. tf P DpR,Rq | fp0q ` fp1q “ f 1p0qu.

Exercice 6 •◦◦◦ ✓
Les sous-ensembles suivants de RR en sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

1. A “
␣

f P RR
ˇ

ˇ f est continue sur R
(

. 2. B “
␣

f P RR
ˇ

ˇ f est dérivable sur R
(

.

3. C “
␣

f P RR
ˇ

ˇ f est paire
(

. 4. D “
␣

f P RR
ˇ

ˇ f est 1 ´ périodique
(

.

5. E “
␣

f P RR
ˇ

ˇ fpaq “ 0
(

, avec a P R. 6. F “

"

f P RR
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lim
`8

f “ 0

*

.

7. G “
␣

f P RR
ˇ

ˇ f est croissante sur R
(

. 8. H “
␣

f P RR
ˇ

ˇ f est monotone sur R
(

.

Exercice 7 ••◦◦ Unions, intersections et sommes de sev
Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

a. On note F ` G “ tx ` y | px, yq P F ˆ Gu.
Montrer que F ` G est un sous-espace vectoriel de E.

b. Établir les inclusions F X G Ă F Ă F ` G et F X G Ă G Ă F ` G.
c. Montrer que F YG est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F Ă G

ou G Ă F .
d. Démontrer que F ` G “ VectpF Y Gq.

2. Soit pFiqiPI une suite filtrante de sous-espaces vectoriels de E, i.e. telle que

@i, j P I, Dk P I, Fi Y Fj Ă Fk.

Montrer que
ď

iPI

Fi est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 8 •◦◦◦ ✓

1. Soit les quatre vecteurs de R3

u “ p2, 1,´3q, v “ p3, 2,´1q, s “ p1, 0,´5q et t “ p1, 1, 2q.

Montrer que Vectpu, vq “ Vectps, tq.
2. Montrer par des opérations sur les Vect l’égalité

R2rXs “ Vect
`

pX ´ 1q2, pX ´ 1qpX ` 1q, pX ` 1q2
˘

.

3. Soit a P R, et u “ p1,´1, 1q et v “ p0, 1, aq deux vecteurs de R3. À quelle condition
nécessaire et suffisante sur a le vecteur p1, 1, 2q appartient-il à Vectpu, vq ?
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2 Espaces vectoriels

Exercice 9 ••◦◦ Dans R4, donner un système d’équation du sous-espace
vectoriel engendré par les deux vecteurs p1, 1, 1, 1q et p1, 2,´1, 3q.

Exercice 10 •◦◦◦ ✓

1. Préciser une famille finie de vecteurs de R3 qui engendre le sous-espace vectoriel
F “ tpx,´x,´3xq | x P Ru.

2. Préciser une famille finie de vecteurs de R3 qui engendre le sous-espace vectoriel
F “

␣

px, y, zq P R3
ˇ

ˇ 2x ` 3y ´ 5z “ 0 et 4x ` 3y ´ 6z “ 0
(

.
3. Soit F “ Vectpp1, 1, 2, 1q, p1, 0, 1, 1q, p0, 1, 2, 3qq.

a. Soit px, y, z, tq P R4. À quelles conditions sur x, y, z et t le quadruplet px, y, z, tq
est-il un élément de F ?

b. Le vecteur p´1, 1, 1,´1q est-il un élément de F ? et le vecteur p2,´2, 1, 5q ?

4. Soit F “

$

’

’

&

’

’

%

¨

˚

˚

˝

a b c d

e a b c
e e a b
e e e a

˛

‹

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pa, b, c, d, eq P R5

,

/

/

.

/

/

-

. Montrer qu’il existe une famille

finie de matrices de M4pRq qui engendre le sous-espace vectoriel F .

Exercice 11 ••◦◦ Montrer que, pour tout n P N,

Vectpx ÞÝÑ cospkxqq0ďkďn “ Vect
`

x ÞÝÑ cosk x
˘

0ďkďn
.

Sous-espaces affines

Exercice 12 •◦◦◦
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces affines.
1.

␣

px, y, zq P R3
ˇ

ˇ x ´ y ` z “ 2 et 2x ` y ` 2z “ 1
(

.
2. tM P MnpKq | trpMq “ 1u.

3.
!

y P C 1pR,Rq

ˇ

ˇ

ˇ
@x P R, ex

2

y1pxq ` ypxq “ 1
)

.

4. tf P C pR,Rq | fp0q “ 2 et fp1q “ ´3u.

Exercice 13 ••◦◦
Soit E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces affines de E de directions
respectives F et G et contenant respectivement les points A et B.
1. Montrer que F et G sont concourants si et seulement si ÝÝÑ

AB P F ` G.
2. Montrer que si E “ F ‘ G, alors l’intersection de F et G est réduite à un point.

Familles libres et bases

Exercice 14 •◦◦◦ ✓

1. La famille
ˆˆ

1 2
3 4

˙

,

ˆ

1 1
1 1

˙

,

ˆ

1 0
1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 1

˙˙

est-elle génératrice de M2pRq ?

2. Déterminer une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :

a. M2pRq. b. T `
2 pRq. c. S2pRq.

3. On note E l’espace des suites punqně0 telles que, pour tout n P N, un`1 “ 3un.
Déterminer une famille génératrice de E.

Exercice 15 •◦◦◦ ✓

1. La famille pp1,´2, 0q, p6, 0, 0q, p3, 1, 5qq de R3 est-elle libre ?
2. La famille pp1,´1, 0q, p1, 2, 3q, p0, 2, 5q, p4,´3,´2qq de R3 est-elle libre ?

3. La famille

¨

˝

¨

˝

1 0 0
0 0 0
0 0 ´1

˛

‚,

¨

˝

0 0 0
0 2 0
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

2 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‚

˛

‚de M3pRq est-elle libre ?

4. La famille
ˆˆ

1 2
3 4

˙

,

ˆ

1 1
1 1

˙

,

ˆ

1 0
0 0

˙

,

ˆ

0 0
0 1

˙˙

de M2pRq est-elle libre ?

Exercice 16 •◦◦◦ Soit ω P C. Montrer que la famille p1, ωq est libre dans
le R-espace vectoriel C si et seulement si Imω ‰ 0.

Exercice 17 •◦◦◦ ✓ Soit px1, . . . , x5q une famille libre d’un R-espace
vectoriel E. Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. px5, x1q. 2. px1, 2x2, 3x3q.
3. px1, 2x3 ` x2, x5 ` 3x1q. 4. px1, x1 ´ 3x2, x3 ` 2x2, 2x3 ` x2q.

Exercice 18 •◦◦◦ ✓ Considérons u “ p1, i,´3q, v “ p1 ´ i, 2, iq et
w “ p2 ` i, 3i,´4q des vecteurs de C3. Est-ce que pu, v, wq est une famille liée de C3 vu
comme un C-espace vectoriel ? un R-espace vectoriel ?

Exercice 19 ••◦◦ ✓

1. La famille
`

p2nqně0, p3nqně0

˘

de RN est-elle libre ?

2. À quelle condition sur le réel α la famille px ÞÝÑ cosx, x ÞÝÑ cospx ` αqq de RR

est-elle libre ?
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Espaces vectoriels 3

Exercice 20 ••◦◦
On considère les fonctions f : x ÞÝÑ ex, g : x ÞÝÑ e2x et h : x ÞÝÑ ex

2

sur R. Montrer de
deux manières différentes que la famille pf, g, hq de RR est libre

1. par une technique d’évaluation ; 2. par une étude asymptotique en `8.

Exercice 21 ••◦◦ Soit pPkq0ďkďn un famille de polynômes et λ P K tels
que la suite pmultpPk, λqq0ďkďn soit strictement croissante.
Montrer que la famille pPkq0ďkďn est libre.

Exercice 22 ••◦◦ � Soit E un K-espace vectoriel et u1, . . . , un P E.
Pour tout k P J1 , nK, on pose vk “ u1 ` . . . ` uk.

1. Montrer que la famille pu1, . . . , unq engendre E si et seulement si la famille
pv1, . . . , vnq engendre E.

2. Montrer que la famille pu1, . . . , unq est libre si et seulement si la famille pv1, . . . , vnq

l’est.

Exercice 23 ••◦◦ � Montrer que les suites
`

nk
˘

ně0
, k décrivant N, sont

linéairement indépendantes dans l’espace RN.

Exercice 24 •••◦

1. Montrer que la famille px ÞÝÑ |x ´ λ|qλPR de C pR,Rq est libre.
2. Montrer que la famille

`

x ÞÝÑ eλx
˘

λPR de C pR,Rq est libre.
3. Ces familles sont-elles des bases de C pR,Rq ?

Exercice 25 •••◦

1. a. Montrer que la famille pln pqpPP est Q-libre, i.e. une famille libre du Q-espace
vectoriel R.

b. En déduire que ln p est rationnel pour au plus un nombre premier p.
On peut montrer que ln r est irrationnel pour tout r P Q˚

`zt1u, mais c’est plus
difficile.

2. a. Montrer que la famille
`

1,
?
p
˘

est Q-libre, pour tout p P P.
b. En déduire que la famille

`

1,
?
2,

?
3,

?
6
˘

est Q-libre.

Exercice 26 •◦◦◦ ✓
Soit B “ pp´1, 1, 1q, p1,´1, 1q, p1, 1,´1qq une famille de vecteurs de R3.
1. Montrer que B est une base de R3.
2. Déterminer, pour tout u “ pa, b, cq P R3, les coordonnées de u dans la base B.

Exercice 27 •◦◦◦ ✓

1. Montrer que la famille
`

pX ´ 1q2, X2, pX ` 1q2
˘

est une base de R2rXs et détermi-
ner les coordonnées du polynôme X2 ` X ` 1 dans cette base.

2. Montrer que la famille
`

X3 ` X2 ´ X ´ 1, X3 ´ X2 ` 1, X3 ´ X2 ` X,X3 ` 2X ` 1
˘

est une base de R3rXs et déterminer les coordonnées du polynôme X2 dans cette
base.

Exercice 28 •◦◦◦ ✓ Les familles suivantes sont-elles des bases ?
1. pp2, 0, αq, p2, α, 2q, pα, 0, 2qq, avec α P R.
2. pp1, 0, 2, 1q, p0, 1, 1, 2q, p2, 0, 1, 1q, p2, 1, 0, 1qq.

Exercice 29 •◦◦◦
Déterminer une base de chacun des sous-espaces de R3 définis par

a. x ` 2y ` 3z “ 0.

b.

#

2x ´ z “ 0

y ` z “ 0

c.
"

2x ` y ´ 3z “ 0
4x ` 2y ´ 5z “ 0

d.
"

4x ´ 2y ` 6z “ 0
´2x ` y ´ 3z “ 0

e.

$

&

%

x ´ 3y ´ z “ 0
2x ´ 5y ` 2z “ 0
3x ´ 7y ` 5z “ 0

Exercice 30 •◦◦◦
Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels suivants.
1.

␣

px, y, zq P R3
ˇ

ˇ x ` 2y ` z “ 0
(

.

2. tM P M2pRq | AM “ 0u, avec A “

ˆ

1 2
2 4

˙

.

3.
␣

P P R3rXs
ˇ

ˇ P
`

X2
˘

“
`

X3 ` 1
˘

P
(

.
4.

␣

px, y, z, tq P R4
ˇ

ˇ x ` y “ 0 et 2x ´ z ` t “ 0
(

.
5. tP P R4rXs | P p0q “ P p1q “ P p2qu.

Exercice 31 ••◦◦ On note A la matrice
ˆ

3 ´1
7 1

˙

et C l’ensemble des

matrices de M2pRq qui commutent avec A. Montrer que C est un sous-espace vectoriel
de M2pRq et en déterminer une base.
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4 Espaces vectoriels

Somme de sous-espaces vectoriels

Exercice 32 ••◦◦
Soit E un K-espace vectoriel et F1, F2 et G trois sous-espaces vectoriels de E.
1. Comparer G X pF1 ` F2q et pG X F1q ` pG X F2q.
2. Si F1 et F2 sont en somme directe, montrer qu’il en va de même de F1XG et F2XG.
3. Si F1 et F2 sont supplémentaires dans E, F1 X G et F2 X G le sont-ils dans G ?

Exercice 33 •◦◦◦ On pose G “ Vectpp1, 0, 0, 1q, p0, 1, 1, 0qq et

F “
␣

px, y, z, tq P R4
ˇ

ˇ x ` y ` z “ 0 et y ´ z ` t “ 0
(

.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R4.

Exercice 34 ••◦◦ Soit λ P R. À quelle condition nécessaire et suffisante
Vectppλ, λ, 1qq et Vectpp1, λ, 1q, p2, 1, 1qq sont-ils supplémentaires dans R3 ?

Exercice 35 •◦◦◦ On note P l’ensemble des fonctions paires de R dans
R et I l’ensemble des fonctions impaires de R dans R.
Montrer que P et I sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de RR.

Exercice 36 ••◦◦ On note F l’ensemble des fonctions constantes sur

r0 , 1s et on pose G “

"

f P C pr0 , 1s,Rq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ 1

0

fptqdt “ 0

*

.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de C pr0 , 1s,Rq.

Exercice 37 ••◦◦
Montrer que

␣

P P R3rXs
ˇ

ˇ P
`

X2
˘

“ X2P
(

et tP P R3rXs | P p1q “ P p2qu sont supplé-
mentaires dans R3rXs.

Exercice 38 ••◦◦ On considère les ensembles

C “
␣

punqně0 P RN ˇ

ˇ punqně0 converge
(

, N “

"

punqně0 P RN
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lim
nÑ`8

un “ 0

*

et
K “

␣

punqně0 P RN ˇ

ˇ Da P R, @n P N, un “ a
(

.

1. Montrer que C, N et K sont des sous-espaces vectoriels de RN.
2. Établir que C “ N ‘ K.

Exercice 39 •••◦ � Soit x1, . . . , xn P R distincts. On pose

F “ tf P C pR,Rq | @k P J1 , nK, fpxkq “ 0u.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C pR,Rq et en déterminer un supplémen-
taire dans C pR,Rq.

Indications
Exercice2.PenserautransportdestructurepourseramenerauR-espacevectorielR.
Exercice22.Exprimerégalementukenfonctiondesvi.
Exercice23.ExploiterlarigiditédansRrXs.
Exercice39.OnpourraconsidérerlespolynômesinterpolateursdeLagrange.

Élémentsderéponses
Exercice3.1.Non.2.Oui:2P`3Q.3.Non.
Exercice4.A

2
“trpAqA´detpAqI2.

Exercice5.1.Non.2.Non.3.Oui.4.Oui.5.Non.6.Oui.7.Non.8.Oui.9.
Oui.

Exercice6.1.Oui.2.Oui.3.Oui.4.Oui.5.Oui.6.Oui.7.Non.8.Non.

Exercice8.3.a“
1

2
.

Exercice10.1.Vectpp1,´1,´3qq.2.Vectpp3,8,6qq.
3.a.F“

␣

px,y,z,tqPR
4
ˇ

ˇ

2x`3y´3z`t“0
(

.3.b.Nonetoui.

Exercice14.1.Non.2.a.
ˆˆ

10
00

˙

,

ˆ

01
00

˙

,

ˆ

00
10

˙

,

ˆ

00
01

˙˙

.

2.b.
ˆˆ

10
00

˙

,

ˆ

01
00

˙

,

ˆ

00
01

˙˙

.2.c.
ˆˆ

10
00

˙

,

ˆ

00
01

˙

,

ˆ

01
10

˙˙

.

3.
`

p3
n

qně0

˘

.
Exercice15.1.Oui.2.Non.3.Oui.4.Oui.
Exercice17.1.Oui.2.Oui.3.Oui.4.Non.
Exercice18.LafamilleestC-liéeetR-libre.
Exercice19.1.Oui.2.αPRzπZ.

Exercice26.2.Lescoordonnéessont
ˆ

b`c

2
,
a`c

2
,
a`b

2

˙

.

Exercice27.1.Lescoordonnéessont
ˆ

1

4
,0,´

3

4

˙

.

2.Lescoordonnéessont
ˆ

2

7
,´

1

7
,´

4

7
,
3

7

˙

.

Exercice28.1.BasesietseulementsiαPRzt0,˘2u.2.Oui.
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