21 | Espaces vectoriels

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

(Sous-)Espaces vectoriels et combinaisons linéaires

m—— Exercice 1 €000 Soit F un K-espace vectoriel et F' une partie non vide
de E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Vo,ye F, YA\pueK, Mx+puyelkF;

(ii) Ve,ye F, VAeK, M+yeF;
(iii) Vo,ye F, xz+yelF et

VreF, VYAeK, MxekF.

— Exercice 2 0000
Construire sur le groupe R* une structure de R-espace vectoriel.

m—— Exercice 3 €000 mmm—
1. Dans R3, (5,5,1) est-il combinaison linéaire de (2,3,0) et (3,2,0)?

2. Dans R[X], 16 X3 —7X?2+21X —4 est-il combinaison linéaire de P = 8 X?—-5X2+1
et Q=X2 47X 27

3. Dans R®, x — sin(2x) est-elle combinaison linéaire de sinus et cosinus ?

—— Exercice 4 €000 ==
Montrer que, pour tout A € .#>(K), A? est combinaison linéaire de Iy et A.

- Exercice 5
vectoriels 7

€000 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces

1. {(a:,y)eRf_!a::y}. 2, {(aj,y)eRQ{Qx—By—lzo}.

3. {(z,22,3z) | z e R}. 4. {(z,y,2) eR® |y =0}.

5. {(:E,y) e R?) ’a:3+x+y2 = O}. 6. {(x,y,z) eR3 | r=yetdy—2z= 0}.
7. {PeK[X]|degP > 2}. 8. {PeK[X]|P(X?) =P +X'P}.

9

- A{f e 2(R,R) | £(0) + F(1) = f(0)}-
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- Exercice 6 Les sous-ensembles suivants de R en sont-ils des

sous-espaces vectoriels 7

@000 —

1. A= {f e RR | f est continue sur R}.
3. C= {fERR | f est paire}.

2. B= {f e RR | f est dérivable sur R}.
4, D = {f e RR } festl— périodique}.

i =0},
8. H= {f e RR | f est monotone sur R}.

5. E={feR*| f(a) =0}, avecacR. 6. F:{feRR

7. G = {f e RR | f est croissante sur R}.

= Exercice 7 eeco === Unions, intersections et sommes de sev
Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

a. Onnote F+G={z+y| (z,y) e F x G}.
Montrer que F' + G est un sous-espace vectoriel de E.
b. Etablir les inclusions FNGc FcF+G e FnGcGcF+G.

c. Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si F' < G
ouGcF.

d. Démontrer que F' + G = Vect(F u G).

2. Soit (Fj),;c; une suite filtrante de sous-espaces vectoriels de E, i.e. telle que

Vi,jel, 3kel, F;uF;c Fy.

Montrer que U F; est un sous-espace vectoriel de FE.
iel

— Exercice 8 0000 mm—

1. Soit les quatre vecteurs de R?

uw=(2,1,-3), v=(32-1), s=(1,0,—5) et ¢=(1,1,2).

Montrer que Vect(u,v) = Vect(s, t).

2. Montrer par des opérations sur les Vect 1'égalité
Ro[X] = Vect (X —1)%, (X — 1)(X + 1), (X + 1)?).

3. SoitaeR, et u=(1,—1,1) et v = (0,1,a) deux vecteurs de R®. A quelle condition
nécessaire et suffisante sur a le vecteur (1,1, 2) appartient-il & Vect(u,v)?
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= Exercice 9 ee00 ===  Dans R*, donner un systéme d’équation du sous-espace Familles libres et bases
vectoriel engendré par les deux vecteurs (17 1,1,1) et (1,2,—1,3).

—  Exercice 14 000

—  Exercice 10 €000 mmm . 1 2 1 1 1 0 0 1 .
1. Préciser une famille finie de vecteurs de R® qui engendre le sous-espace vectoriel 1. La famille <<3 4)’ (1 1)’ <1 0)’ (O 1)) est-elle génératrice de ./5(R)?
F={(z,—x,—3xz) | v € R}. 2. Déterminer une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :
2. Préciser une famille finie de vecteurs de R? qui engendre le sous-espace vectoriel a. #([R). b. T,F([R). c S(R).
F= {(x,y,z)eR?’ ‘ 20+ 3y —5z=0¢et 4x+3y762=0}.
3. Soit F = Vect((1,1,2,1), (1,0,1,1),(0,1,2,3)). 3. On note FE lespace des suites (un)nen telles que, pour tout n € N, upy1 = 3uy,.

. .. Dét i famille génératrice de E.
a. Soit (x,y, z,t) € R A quelles conditions sur z,y, z et t le quadruplet (z,y, z,t) certmner une tamitie generatrice de

est-il un élément de F'?

b. Le vecteur (—1,1,1,—1) est-il un élément de F'? et le vecteur (2,—2,1,5)7 —  EXErcice 15 €000
a b c d 1. La famille ((1,-2,0),(6,0,0), (3,1,5)) de R? est-elle libre ?
4. Soit F' = Z Z 2 Z (a,b,c,d,e) € R® +. Montrer qu’il existe une famille 2. La famille ((1,-1,0),(1,2,3),(0,2,5), (4, =3, —2)) de R? est-elle libre ?
e e e a

finie de matrices de .#4(R) qui engendre le sous-espace vectoriel F.

0 0 2 00

2 0],{0 0 0]]|de #3(R) est-elle libre ?
-1 0 0 0 0 0
1

<O 8), (8 (1)>> de #5(R) est-elle libre ?

—— Exercice 16 ecoo === Soit w € C. Montrer que la famille (1,w) est libre dans
le R-espace vectoriel C si et seulement si Imw # 0.

1 0 0 0
3. La famille 00 01,10
0 0 0

4. La famille ( (L 2
= Exercice 11 0000 Montrer que, pour tout n € N, - La famille ({4 4

Vect(z —> cos(kx))g<pe, = Vect(z —> cos® m)oékén.

Sous-espaces affines

. m—  Exercice 17 €000 Soit (21,...,25) une famille libre d’un K-espace
— Exercice 12 eoco vectoriel E. Les familles suivantes sont-elles libres ?
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces affines.
1. {(x,y,2) eR® | —y+2=2et 20 +y+22 =1} L (25, 21). 2. (21,222, 323).
2. {Me #,(K) | tr(M) = 1}. 3. (z1,2x3 + x2, x5 + 321). 4. (r1,x1 — 322, %3 + 222,223 + x2).
3. {ye‘ﬁl(RR)‘VxeR, ey (@) + y(x) = 1.
4. {fe C(RR) | f(0) =2 et f(1) = —3}. — Exercice 18 €000 mm— Considérons u = (1,4,—3), v = (1 —14,2,i) et

= (2 +1,3i,—4) des vecteurs de C3. Est-ce que (u,v,w) est une famille liée de C3 vu
comme un C-espace vectoriel 7 un R-espace vectoriel 7
——  Exercice 13 0000 mmmm
Soit E un K-espace vectoriel et .# et &4 deux sous-espaces affines de E de directions

respectives F' et G et contenant respectivement les points A et B. = Exercice 19 €000 mmm
1. Montrer que .7 et ¢ sont concourants si et seulement si AB € F + G. 1. La famille ((2"), oy, (3"),.cy) de RY est-elle libre ?
2. Montrer que si E = F @ G, alors 'intersection de # et ¢ est réduite & un point. 2. A quelle condition sur le réel « la famille (z — cosx,z — cos(z + a)) de RE

est-elle libre ?
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—  Exercice 20 €000 mmm—

2
On considére les fonctions f : x — €%, g: 2 —> e®** et h: x — ¢® sur R. Montrer de
deux maniéres différentes que la famille (f, g, h) de R® est libre :

1. par une technique d’évaluation ; 2. par une étude asymptotique en +oo.

—— Exercice 21 e000 == Soit (Pr)o<p<, un famille de polynomes et A € K tels
que la suite (mult(Py, \)) <<, S0it strictement croissante.
Montrer que la famille (Py),<;<,, est libre.

m—  EXErCiCEe 22 0000 mumm— Soit F un K-espace vectoriel et uq,...,u, € E. Pour
tout k € [1,n], on pose vy, = uy + ... + ug.

1. Montrer que la famille (ug,...,u,) est libre si et seulement si la famille (vy, ..., v,)

Iest.

2. Montrer que la famille (uq,...,u,) engendre E si et seulement si la famille

(v1,...,v,) engendre E.

— Exercice 23 ¢€00 = Montrer que les suites (nk)neN, k décrivant N, sont

linéairement indépendantes dans RY.

— Exercice 24 0000 =——
1. Montrer que la famille (x — |z — A|), g de €(R,R) est libre.
2. Montrer que la famille (z — e)‘””)/\e]R de (R, R) est libre.
3. Ces familles sont-elles des bases de € (R,R) ?

—  Exercice 25 0000

1. a. Montrer que la famille (In p) pep st Q-libre, i.e. libre dans le Q-espace vectoriel
R.

b. En déduire que In p est rationnel pour au plus un nombre premier p.

On peut montrer que Inr est irrationnel pour tout r € Q%\{1}, mais c’est plus
difficile.

2. a. Montrer que la famille (1, \/13) est Q-libre, pour tout p € P.
b. En déduire que la famille (1, \/5, \/3, \/6) est Q-libre.
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= Exercice 20 €000 mmm—
Soit & = ((—1,1,1),(1,—1,1),(1,1,—1)) une famille de vecteurs de R3.
1. Montrer que % est une base de R3.
2. Déterminer, pour tout u = (a,b,c) € R3, les coordonnées de u dans la base 2.

—  Exercice 27 000

1. Montrer que la famille ((X —1)%, X2, (X + 1)?) est une base de Ry[X] et détermi-
ner les coordonnées du polyndéme X2 + X + 1 dans cette base.

2. Montrer que la famille (X3 + X? — X — 1, X% — X2 + 1, X3 - X% + X, X? + 2X + 1)
est une base de R3[X] et déterminer les coordonnées du polynome X2 dans cette
base.

—  EXxercice 28 €000 mmm— Les familles suivantes sont-elles des bases ?
1. ((2,0,a),(2,a,2),(a,0,2)), avec @ € R.
2. ((1,0,2,1),(0,1,1,2),(2,0,1,1),(2,1,0,1)).

—— Exercice 29 €000 ==
Déterminer une base de chacun des sous-espaces de R? définis par :
a. z+2y+32=0.
{ 20 — 2 =0
b.
y +2=0
2 + y — 32 =0 e.
dr + 2y — 52 =0

dr — 2y + 62 =0
-2z + y — 3z

I
o

|
o

r — 3y — 2
20 — by + 2z
3z — 7y + 52 =0

I
o

= Exercice 30 €000 mmm—
Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels suivants :

1 {(z,y,2) e R |z + 2y + z = 0}.

2. (M e .#(R) | AM = 0}, avec A = (; Z)

w

. {PeRy[X]| P(X2) = (X3 +1)P}.
Ay, zt)eRY [z +y=0 et 20— z+t=0}.
5. {P e Ry[X] | P(0) = P(1) = P(2)}.

=y

— Exercice 31 0000 On note A la matrice (i _11) et € 'ensemble des

matrices de .#>(R) qui commutent avec A. Montrer que € est un sous-espace vectoriel
de #5(R) et en déterminer une base.
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Somme de sous-espaces vectoriels = Exercice 39 e0e0 == Soit x1, ...,z € R distincts. On pose

) F:{fE%(RvR)|VkG[[17n]]a f(mk):()}
—— Exercice 32 e000 =
Soit F un K-espace vectoriel et Fy, Fy et G trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de (R, R) et en déterminer un supplémen-

1. Comparer G n (Fy + F») et (G Fy) + (G n Fy). taire dans ¢'(R,R).
2. Si F} et I3 sont en somme directe, montrer qu’il en va de méme de F1 NG et F5nG.

3. Si F; et F, sont supplémentaires dans E, F; n G et F5 n G le sont-ils dans G 7

= Exercice 33 €000 mmm— On pose G = Vect((1,0,0,1),(0,1,1,0)) et
F={(z,y,z,t)eR' |z +y+2=0 et y—2z+t=0}.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*.

‘mO g {2F ‘0}\A 3 © 15 Juowemes 10 Is dsey T "7 d1249X]

m——  Exercice 34 €000 Soit A € R. A quelle condition nécessaire et suffisante
Vect((\, A, 1)) et Vect((1,,1),(2,1,1)) sont-ils supplémentaires dans R3 ? (é L L ‘é) JUOS S99UUOPI00D SO *Z
cEv 1T ¢
. v ¢ ¢ v . -
— Exercice 35 €000 = On note £ ’ensemble des fonctions paires de R dans (g_ 0 f) FHOS SO9UUOPI009 ST T "/¢ 34X
R et .# I'ensemble des fonctions impaires de R dans R. Montrer que & et .# sont deux T . ¢ . ¢
sous-espaces vectoriels supplémentaires de RE. ( q+D 2+0 o+ q) JUOS S99UUOPIO0D SO °Z “Q¢ 921249X]

ZY\M 20 g MO T 6T 901249x]

— Exercice 30 0000 = On notle F Tensemble des fonctions constantes sur "I~ 39 B[~ 181 J[[TUref BT QT 3DI249X]
[0,1] et on pose G = {f € ¢([0,1],R) ‘ / f(t)dt = 0}- Montrer que F et G sont deux TWONTy O e O "¢ O T TAT 994Xy
0 ‘MmO 'y ‘MO 'E UON ‘g ‘MO ‘T "GT 921219x]

sous-espaces vectoriels supplémentaires de ([0, 1], R). (2 0) g

YT 0).0 O s (T O0) 0 0)cf0 O .-
= Exercice 37 0000 == 0) (O 0) (0 I)) ¢ ((0 O) (I O) (O [)) qe
Montrer que {P € R3[X] | P(X?) = X?P} et {P € R3[X] | P(1) = P(2)} sont supplé- (1 o\.[0 1\.[/0 o\.[o o\\ _._ . o
mentaires dans Rs[X]. 0o o/ \o o)/ \1t o) \o 1 €' CUON T "fT 921249%x3

‘mo  uoN q'g {0 =1+26—fig+ag| W3 (12hw)} = eg

((9°8°¢))10A "z "((€—“T—T))W9A T "0T 921249x3

VS
N
- O

—— Exercice 38 000 = On consideére les ensembles

N N % =D g 'g 90I249X]
€ = {(tn)nen € R | (un)yey converge}, N = {(u")”EN eRT| T un = 0} ‘WON ‘g WON L MO 9 MO MOy MO 'E ‘MO T MO T 9 20sex]

ot mo
iC = {(u ) N E RN ’ JaeR, VYneN, u,= a} ‘6 ‘MO8 'UON L ‘MO 9 UON G ‘IO 'y ‘MO g UON ¢ UON T "G 321243X3

n)ne ) ) .
27 (y)19p — 1 = *§ 921049X

1. Montrer que C, N et K sont des sous-espaces vectoriels de RY. (¥)1ep ~ v (v) oV 3
. . ‘WON '€ '€+ d¢ MO g UON T "¢ d2I249X]
2. Etablir que C = N@]C Sasuodej ap Sluawgla
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