Révisions et compléments
pour le calcul algébrique

Cahier de calcul : fiches 1 a 7.

Puissances, valeurs absolues et inégalités

—  Exercice 1 €000 mmmm Simplifier, pour tout n € N, les expressions suivantes :
63 x 270 5" x 122
1. 3742 —3n+l 73 4 5x 377 2, .
XX £ x12-4 107 x 61
4 16n+1 + (74)2n+1 4 (72)471 4n32n -1 32 x 87171
) |n : " ongn +1 . " o2n+2 _yn’
—  Exercice 2 €000 Simplifier les écritures suivantes.

2

LAJ0-v2) 12V 2 (VT 2v6 + VT4 2v6)

3. (\/3—2\f—\/3+2ﬂ)2. 4. ﬁ{éﬁj\@iﬂ'

—  Exercice 3 €000 Soit z,y € R.
Déterminer en fonction de z, y et | — y| une expression explicite

1. de max{z,y} +min{z,y} et max{z,y} — min{z,y},
2. puis de max{z,y} et min{z,y}.

m— Exercice 4 €000 Proposer un encadrement des quantités suivantes.

202 —x +1 r—y*+3
1. ————— pourze[-1,1] 2. —~—— pourz,yell,2]
2 ivrr2+3 =11 2oy ¥ velt.2
= Exercice 5 €000 =
1. Quelle est la valeur minimale sur [1, 4+o0[ de la fonction x —> 2% —x + 17

T+ 4T

< Ax.
22—z +1

2. En déduire un exemple de réel A pour lequel, pour tout x > 1,
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== Exercice 6 eeoco

1. |[4—z| ==z

4. V1—-2zx=|z+7|.

— Résoudre les équations suivantes d’inconnue x dans R.

2. |2? + 2 — 3] = |a.
5. z|z| =3z + 2.

3. |z +2|+ 3z —1| = 4.

6. v +5=+x+11.

2 Tv/z — 10
7. 2 =1++V22 -2 8. x+|z|=—. 9. Vr—-2—- —~>—— =0.
=1 z Ve VT +2
—  Exercice 7 0000 mmmm Résoudre en fonction du parameétre a € R I’équation,
d’inconnue z dans R,
Vr+yz+1=a.

— Exercice 8 000 = Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue z € R.

L |22 —6r+4|<1. 2. 22-5<|z+2 3. |3z — 5[ < |22+ 3|

x T+ 2 T +5 1
. < . 5, ——>1 6. v+ — <|z+4][+3.
z+1 x+3 2 -1 T

7. z+3<+x+5. 8. ]z +2| < |z —10|. 9. Va2 —-1<2—u.
—  Exercice 9 €000 Soit z,y = 0.

1. Montrer que /T +y < T + /Y.

2. En déduire que, siz >y, o — /Yy <.z —y.

3. En déduire que ’\/E—\/ﬂ <A/|x —yl.
= Exercice 10 €000 mum Soit x, y et z des réels.

1. Montrer I'inégalité triangulaire et étudier le cas d’égalité.

z? 4y e .

2. Montrer que xy < B avec égalité si et seulement si x = y.

3. Montrer que (x + y)2 < 2(x2 + yz) avec égalité si et seulement si x = y.

4. Montrer que |z| + |y| < |z + y| + |x — y| avec égalité si et seulement si |z| = |y|.

5. Montrer que zy + yz + 2 < 2% + y? + 22 avec égalité si et seulement si r = y = 2.

— Exercice 11 0000 ==
1. Soit (z,y) e R? tel que 1 < |z — 1| <2 et 3 < |y — 1| < 4. Montrer que

1<|z—y| <6.

2. Soient trois réels z, y et z tels que |z — 1] < 2, |y — 2| < 1 et |z + 1| < 1. Montrer

que

|z —y— 2] < 4.
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Sommes

— Exercice 12 €000 mm—

1. Soit un entier n > 10. Ecrire en extension les sommes et les produits suivants a

laide de « ... ».

a. ﬁk ﬁ k+2). c
k=1 k=1

2. Soit x un réel et n un entier tel que n > 24.

symbole Z
a. 224+ 23 4+
c. n?2+nd+...

2

T
e. 1+x+?+

g. 84+10+12+ 14+ ..
i. 6z + 1222 + 2023 + ...

— Exercice 13 000 mm—

o4 2m

+n".
x> z"
y + ...+ F
.+ 162.

de nombres réels, Ae R et pe N.

1. Sans justification, les relations suivantes sont-elles vraies ou fausses en général ?

n n n
b. Zakbk: Zakx Zbk
k=1 k=1 k=1

ZI ak—i-bk

n

= Zak+ Zbk
k=1

Z :)\Zak
k=1 k=1

33 H 1

=2 k=1

L 224324 .. +n2
224334+

L1 +3454+7+...+53.

1422+ 322 4+ 423 + ..

1<j<n

p n
S - S
k=1 k=1

2. Reprendre la question 1. en remplagant tous les Z par des 1_[

1
Varavs T T

d. nfw. e. ﬁkk“.

Exprimer les réels suivants a ’aide du

.+ 57256,

1
1004/99+99+/100 °

Soit (ar)1<k<n, (bk)1<k<n €t (i ;)1<i<m trois familles

3. Transformer Z In ag, sous ’hypothése que a, > 0, pour tout k € [1,n].

k=1

4. Est-il vrai que :
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m n
(130 -

i=1j=1

n m
PN E

j=1i=1

—  Exercice 14 €000 mmm—

2035 n
o 2. > k(k -
k=823 k=1

4, i 52k,
k=1

>~
O

—  Exercice 15 €000 mmm—

—  Exercice 10 0000
sommes suivantes.

2n
k=0

2n n n
5. (2 uk) +n. 6. 2 Ukan. (- Z Wk -
k=0 k

—  Exercice 17 €000

n

(k +

k=1

-  Exercice 18 €000 ==

n
1. Pour tout n € N, Z k(k +

k=0
n—1
2. Pour tout n € N*,
k=0

3. Pour tout n € N, Z kq®

k=0

— Exercice 19 0000w

5. Z (2% + K* + 2).

1) =

BRI

Calculer les sommes suivantes, ot n € N*.

Pour tout n € N, on pose u, = (—2)"

3

D12k +1)% = 2n* —n?,

q

n+1

Montrer que, pour tout n € N*,

1)\/nfk:ni(n—i+1)\/i.
=0

Démontrer les résultats suivants.
n(n+1)(n + 2)

— (n+1)g" +1).

Calculer, pour tous z € R et n e N, Z exp(kx).

. Calculer les

Montrer par récurrence que, pour tout n € N*
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== Exercice 20 eeco=== Somme (ies cubes == Exercice 22 eeco=—=Démonstration alternative du théoréme 47

Soit (S))ren+ la suite définie par Sj, = Z i, pour tout k e N*. 1. Pgur tout m,n € N avec m < n, simplifier de deux f;?gons différentes la somme
i=1

] ) ) 2 ((k+ 1)? - k2) et retrouver ainsi ’expression de Z k vue en cours.
Dans cette exercice, on considére, pour n € N*, n carrés emboités : le plus petit est de

k=m k=m
coté de longueur St, le suivant de c6té de longueur Ss et le n° de coté de longueur S,,. n
Pour k € [1,n], on note %, laire du carré de coté de longueur S. 2. Adapter la méthode précédente au calcul de Z k%, pour tout n € N.
1. Pour k € [2,n], exprimer la différence @7, — @7, en fonction de Sy et Si_1. k=0
2. En déduire une expression de 7, — 7,1 en fonction de k.
LA, = Exercice 23 €000 mum—
3. Exprimer la somme k; k™ en fonction de certains 7. 1. Trouver trois réels a,b et c tels que, pour tout entier k£ > 2, on ait :
4. Conclure quant a la relation liant la somme des n premiers entires et la somme des k-5 a b c
n premiers cubes. k(k2— 1) I E 1
5. Application : calculer les sommes Z ij et Z 7.
1<i,j<n 1<i<j<n k

n
2. En déduire la valeur de Z A , pour tout entier n > 2.
k=2

-5
L’obtention de cette égalité via cette interprétation géométrique a été exposée par al- — k(k*—1)
Karaji, mathématicien arabe du X¢ siécle aprés J.-C., dans son traité Al-Fakhri fi’l-jabr

wa’l-muqabala.

— EXercice 24 €000 s Démontrer que, pour tous n € N et x € R\{£1},
. , . n 2k 1 on+1
= Exercice 21 ecoo==== Sommes télescopiques Z - _ _ -
2k _ n+l _1”
1. Démontrer rigoureusement le théoréme 4 de simplification télescopique. i AL Low 1
n
1
2. Calculer, pour tout n € N*, Z 1n<1 + ) . .
=1 D — Exercice 25 0000 =—— Soit n e N.
n

3. Soit n € N*. 1. Simplifier Z 2%k en suivant pas & pas les indications suivantes :

a. Mont 1 \/ﬁ n+1 k=0

. Montrer que =— —
E (n+1)y/n+nyn+1 n n+1 n
n 1 e compléter d’abord ’égalité : Z xt=...
b. En déduire une expression explicite de . k=0
;;1 (k+D)VE+kvVEk+1 e dériver des deux cotés;

4, Soit n e N*, e évaluer en 2 et conclure.

a. Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que -4 b ' Cette technique de calcul est cruciale. Il est recommandé de la retenir !

nn+1) n n+l 2. Retrouver le résultat précédent en calculant de deux fagons différentes la somme
n
1
b. En déduire une expression explicite de —_ j
P P ;1+2+...+p >, 2

oi<j<sn

1
5. Déterminer, pour tout entier n > 2, une expression explicite de Z ln(l — _2). n
J 3. Adapter la technique de la question 1 au calcul de la somme Z k23",

k=0

2<j<n

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI Année 2024-2025


https://www.fenelonsaintemarie.org

Révisions et compléments pour le calcul algébrique

= Exercice 26 eeco=== Transformation d’Abel = Exercice 32 0060 == Comparer 2109 et 21001,

1. Soit (an),=q et (bn) deux suites numériques. Montrer que, pour tout n € N,

n=0

n—1 el m—  Exercice 33 000 mm— Montrer que, pour tous n € N* et z1,...,z, € [0,1],
D (aki1 — ar)br = anby — aobo — Y aky1(bri1 — bi).

n n
k=0 k=0 H 1—ap)>1-— Zxk
k=1

k=1
2. Soit z € C et n € N. Calculer (z — 1) Z kzF, puis Z kz".
k=0

— Exercice 34 €00 =—— Simplifier les produits suivants, ot n € N*,
n n n n n &
k 2
— EXxercice 27 €000 Calculer, pour tout n € N*  les sommes doubles L n 3 2. n(2k) 3. H(2k+ 1). A4 Hq : 5. 1_[ q
suivantes. k=0 k=1 k=0 k=0 k=0
n 2 n n 2 2k+5
‘ i o Y 6. [[(-5" " 7. [J@r’-1). 8. J]n" 9. ]]
z _ J
1. Z jk. 2. 2 5 3. 2 li — 7] 4, Z i27. Pt Pl il w2k + 7
1<j<k<n 1<igj<sn 1<i,j<n 1<i,j<n
5. min(i, 7). 6. i+ 7). 7. atti. 8. atti.
1<izj“<n (8,5) 1<i<j<n( 7 1<iZj:<n 1<z<z;<n = Exercice 35 €000 mm— Simplifier les produits suivants, ou n € N*,
n—1 p
1. " avec x € C. 2. i, 3. ij. 4, optk
= Exercice 28 eeeo=—= Sommation suivant les « diagonales » 1<E[$n KE[@ KELH Zg k2=0

Soit n € N et (a; j)o<i,j<n une famille de nombres complexes. Montrer que :

i < Z am) = Zn: <7§ia17j> = Z (Z am) —  Exercice 30 €000 mm— Soit z € C et n e N. On pose P = ﬁ (1 + sz).
k=0

i+j=Fk i=0 \j=0 §=0 k=0
Calculer (1 — z) P et en déduire une expression simple de P.

Produits — Exercice 37 ¢000=—— Montrer par récurrence, puis sans récurrence, que, pour
tout n € N*,

n

ﬂ2k+1 @n+ 1) ﬁﬁ ﬁkk
L[[Gi+2). 2 ][G-1. 3. ][m+k. 4 ][PC+1)7° k=0 k=0 k=1
1=0 =1

-  Exercice 29 000 mm— Soit n € N*. Ecrire a I'aide de factorielles

j=1 k=1
= Exercice 38 ee0c=——
. . 1. Factoriser k3 — 1 et k3 + 1, pour tout k > 2
m——  Exercice 30 €000 mm— Montrer SANS RECURRENCE que, pour tout n € N* no3 4
971 < pl < 1. 2. En déduire, pour tout n > 2, par télescopage, une simplification de 11 Bl

k3 —1
3. En déduire lexistence et la valeur de lim —_—
n n——+0oo k3 +1
= Exercice 31 ecoom==  Montrer que, pour tout n € N*, ona (n+1)! > Z k! k=2

k=1
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Coefficients binomiaux

Calculer les coefficients binomiaux suivants :
4 9 8 7 125 45 ot n our > 3
o) \8) \9) 3) \o) \u 3) P =

. 2n .
— Exercice 40 000 == Montrer que ( ) est pair, pour tout n € N*,
n

= Exercice 39 0000 mm—

— Exercice 41 €000 mm——
1. Calculer les sommes suivantes, ou n est un entier naturel.

a Y (Z) b. zn](—1)’c<:>.

k=0 k=0

—

K |2zt
= k=0

n
2. Calculer, pour tout n € N*, les sommes (2k> et
k=0

—~

,1)

n
—  Exercice 42 €600 mm— Simplifier, pour tout n € N, la somme Z A

k=0

— Exercice 43 0000 =

n
1. Simplifier, pour tout n € N, 2 (n>k :
k
k=0
a. au moyen de la formule Comité-Président ;
b. en dérivant de deux fagons différentes x — (x + 1)™.

2. Calculer, pour tout n € N, Z (n> 5% k.
k=0 k

3. Via une des stratégies précédentes, simplifier, pour tout n € N,

bl
D=
o
PR
> 3
N~
o
[\
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== Exercice 44 eeco==== Formule de Vandermonde

1. En procédant par récurrence sur n, montrer que

e e, ()17

k=0

P
2. En utilisant ’égalité précédente, déterminer la valeur de Z k(m) < " >
p

k=0

n 2
3. Calculer, pour tout n € N, Z (n) .
k=0 k

== Exercice 45 eeeo===Formule d’inversion de Pascal

n
Soit (an)n=0 €t (bn)n=0 deux suites réelles telles que, pour tout n € N, b,, = Z (

k=0

n
Montrer alors que, pour tout n € N, a,, = 2 (=) (Z) b
k=0

Indications

Exercice 11. On pourra utiliser I'inégalité triangulaire (version généralisée)
] = [yl < o £ y| < |z + [yl

Exercice 17. Procéder a un changement d’indice.

Exercice 21. 3.a. Utiliser la quantité conjuguée.

Exercice 24. On pourra utiliser un télescopage.

Exercice 28. Noter que i + j = k équivaut a j = k — 3. On pourra faire un dessin.
Exercice 33. Procéder par récurrence sur n.

Exercice 40. Utiliser la formule Comité-Président.

Exercice 45. On pourra établir que () (k) =(" ("ﬂ').

J Jj/ \k—j

Eléments de réponses

Exercice 1. 1.2 x 3" 2.22x37. 3. 4.13x2". 5.6"—1. 6

9 x 2n’ 3
Exercice 2. 1. 1. 2.24. 3.4. 4.53.
Exercice 3. 1. max{z,y} + min{z,y} =2z +y et max{z,y} — min{z,y} = |z —y|
z+y+lr—yl rry—lr—yl

3 et min{z,y} = 5

2. max{z,y} =

Ja
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Exercice 5. 1. Pour tout z € R, 2 —z+1 = (a: — %)2—&—%7 ainsi le minimum de & — 2% —z+1 Exercice 23. 1.a= -2, b=5etc=—3. 2. 2 3 1 _ 7(” —1(n+4)
sur [1,400[ est atteint en 1, soit 12 — 1 4+ 1 = 1. 2. Ainsi, pour tout = € [1, +o0], n n+l 2 2n(n + 1)
T+4T 2% 8 Exercice 24. Puisque 22 1= (ka — 1) (ka + 1),
2TNVE 222y
2—z+1 3 37
4 ok ok+1 2k (wzk + 1) — okl ok (ka — 1) ok

numérateur et dénominateur étant positifs. Finalement A = 8/3 convient. - = = - =
P / 21 221 @@ )@+ @@ D) +1) 2 1l

Exercice 6. L’ensemble des solutions est : 1. {2}. 2. {—3, —\/3,1,\/§}. 3. {—%, %}

n n+l n n
4 {-12,-4}. 5. {-2,-1,257} 6 (-2} 7. {3} 8 {1} 9.{1,36}. Exercice 25. 1. ) ka*' = ™% (m(" J;)?x Lot S k2t = (n— 127 12,
. k=1 i - k=0
. 2 9 sta<l & n(n—1Dz" ™ —2(n? — Da™ + n(n + 1)z" " -2
Exercice 7. L’ensemble des solutions est : { (a2 — 1) } a1 Z xil (x—1)3 et
— -
da n (nQ—n—l—l)S"H _3
Exercice 8. L’ensemble des solutions est : 1. [3—+/6,1] U [5,3 +/6]. 2.]—0,7[. Z = 2 :
3.[2,8]. 4.]-0,-3[u]-1,4m[. 5.[-2,-1[uU]1,3]. 6.]—0,0[ U [, +o0]. h=0 (e 1) 4
7.[-5,—1]. 8.]-o0,7] U (14,40 9.]-w,—1]uU[L,2[. Exercice 26. 2. (z — 1) Ekz z= n : & z
P
n n n n k
Exercice 12. 2.a. Y1 2. 2.b. Y #%. 2.c. Z n”. Z ey % Exercice 27, 1. M+ 1)(n +2)Bn+1) , nnt3) 5 nn-1Ln+1)
k=2 k=2 = k=2 =0 . - - 2% . . 4 . . 3 .
26 81 56 2
2.6 3 (2k+1). 2.g. > 2k 2.h. Z kat 7t = N (k + )2, 4 n(n+1)@2" —1). 5 Mt 1)6(27” D . ”("; Ol
k:;o = 100 1 o ) w sia=1,
2.i. k+1)(k+2)z". 2. . n sia=1, 2 n
2k Dlk+2) T (- 1E 7.4 (o —ay? R R
Exercice 13. 1l.a. Vrai. 1.b. Faux. 1l.c. Vrai. 1.d. Faux. ( a—1 ) stnon a*(a” —1)(a"*' —1)
= simon.
2.a. Faux. 2.b. Vrai. 2.c. Faux. 2.d. Vrai. 3.In H ar |. 4. Faux. ] k (a+1)(a—-1)2
k1 Exercice 28. Transformer Z a;,; en a; k—i, puis permuter les deux sommes en i et k.
— —1\" — i+j=k =0
Exercice 14. 1. 7 x 1213 = 8491, 2, M0t D=1 5 (ZD7 -1 ’ ( )
“ 3 2 n Exercice 29. 1. (n +2)!. 2.0. 3. . AP (n 4 1),
B2 o, D)) 3 (3
o . +2n+ 1+ R E— 2= . Exercice 32. 2100 5 9100y , .
et 1 Exercice 34. 1.3"*1. 2.2"nl. 3. (Z%) 4.7, B2 6l (o5t
Exercice 15. or _1 siz#0 o)1\ 2 n'7
n+1 siz=0. 7. (2n+l)<( ")") R T LN Jp———
14 2%+ 1—4nt! 4mtt -1 1427t 2mnl ( )2n +7
1 n(n+1 |
Exercice 16. 1. .2 3 . . 3 . 4. 3 + n(2n + 1) Exercice 35. 1. $n2(n+1). 2. (n|)7. 3. pl2n. 4. 2™ 1
1 sin=0 , 2(n” +n+1) 2
14220+t 27 4 (=2)" (n ’ Exercice 36. (1—z)P =1—2>"" Exercice 38. 2. ——————. 3. 2.
5. +n 6. % 74 @1 (1-2) z 3n(n+ 1) 3
o1 . ~D(n—
(=2) 2 ) 9\(3 . Exercice 39. 6, 9, 0, 35, 1, 45, W
Exercice 20. 1. S~ S?_,. 2.k°. 3. —ah. 5. <”(”+ )) ot M D+ 2)En+ 1) _ 0 sins1
2 24 Exercice 41. 1.a.2™. 1.b. { 1 sin - 0 2. 2" ! pour les deux sommes.
. 1 =V
Exercice 21. 2. In(n+1). 3.a.. 3.b.1—- —— . 1
v+ 1 Exercice 42. ] Exercice 43. 1. n2"7%. 2. 506" 1. 3.n(n+1)2" 2
4a.a=1letb=-1. 4.b.2— . 5. 111( on ) Exercice 44. 2. m(m;ffl) 3. (2:)
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