Corps des

18 fractions rationnelles

Cahier de calcul : fiches 26 et 19. Banque CCINP : 7.

Généralités

= Exercice 1 eocco === Montrer que si I} et F; sont deux fractions rationnelles,
la partie entiére de F; + F5 est la somme des parties entiéres de F} et Fb.

= Exercice 2 ee0o === Dérivée d’une fraction rationnelle Soit F' € K(X).

P'Q— PQ’

1. Montrer que la fraction rationnelle %
présentant (P, Q) de F.

On appelle cette fraction rationnelle la dérivée de F' et on la note F’.

est indépendante du choix du re-

2. Montrer que la dérivée d’un polyndéme coincide avec sa dérivée en tant que fraction
rationnelle.

3. Pour tous F, G € K(X), montrer que

F

4 ey ’
(F+G) =F +G', (FG)Y =FG+FG et () _FPG-Fa

o2 , si G # 0.

G

n
4. Application. Déterminer, pour tout z € C avec |z| <1, lim Z kz".
n—+0o0 =0

—  Exercice 3 0000 mmm—
1. Soit F' € K(X) de degré strictement négatif. Montrer que deg F’ < —2.

1
2. En déduire que la fraction X n’a pas de primitive dans C(X).

= Exercice 4 eeee === ENS Rennes MP 2022
1. Soit P € C[X] tel que {z € N | P(z) € Q} soit infini. Montrer que P € Q[X].
2. Soit P,@Q € C[X]\{0} avec deg P < deg@, F = P/Q et a € C tel que Q(«) # 0.
Montrer qu'’il existe P; € C[X] de degré strictement inférieur a celui de Q tel que

F—-Fl) P
X—a Q°
3. Soit F € C(X) telle que {x € N| F(z) € Q} soit infini. Montrer que F' € Q(X).
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Décomposition en éléments simples et applications

— Exercice 5 €000 mmm— Soient m,n € N. Calculer, aprés avoir remarqué que
m

X = (X —1) + 1, la décomposition en éléments simples sur R de W

— Exercice 6 €000 mm—

Décomposer en éléments simples sur C les fractions

suivantes
1 10X3 9 Xt +1
(X2 4+1)(X2—4) TXY+ X241
3 X3 -1 X2 (X2 +4)°

X-DX-2(X-3) " xixs1? T xanxe_z’

— EXercice 7 000
suivante

Soit n € N. Décomposer en éléments simples la fraction

F—i+ 1! N n!
B X(X+1)...(X+n)

X T xx+y T

= Exercice 8 0000 = Calculer, pour tout n > 2, la décomposition en

éléments simples dans C(X) de

K- —1)

= Exercice 9 o600 === Théoréme de Gauss-Lucas
/

1. Soit P € C[X] non nul. Rappeler la décomposition en éléments simples de —.

P
1
Z 1—w

weU,\(1)

2. En déduire la valeur de

3. Soit P € C[X] non constant de racines distinctes z1, ..., 2z, dans C.

a. Montrer que toute racine de P’ peut étre écrite A1z +. ..+ A\, 2, pour certains
Aly...yAr = 0 pour lesquels Ay + ...+ A\, =1
b. Interpréter géométriquement ce résultat (théoréme de Gauss-Lucas).

— Exercice 10 0000 mmm

P(X) ) w?
o) la fraction Z X0

wel,,

Réduire sous la forme ,oun = 2.
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Corps des fractions rationnelles

— Exerace 11 0000 wm=m=  Mines-Ponts MP 2022 Soit ay,...,a, € R et
1 1
P = H — a;). Calculer, sous réserve d’existence, 1211 Prlay) et Z aPla)’

—— Exercice 12 e000 =——
Soit P un polynome de C[X]. Montrer que si les racines de P sont réelles et simples

alors le polynéme P> — PP” n’a pas de racines réelles.
/

On pourra considérer h

= Exercice 13 eee0 ===  Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U) c U.

= Exercice 14 €000 , pour tout n € N*,

o 1
Stmplifier k; k(k+ D)k +2)

m—— Exercice 15 0000 mmmm Soient a, b, ¢ € C. Donner une expression simple de

2 b2 2

b-—a)b—octa—b (c—ac-—batb_o

@ —ba—obre_a

= Exercice 16 eeeo Soient (a;);<;<,, et (@), <;<, deux familles de nombres
complexes distincts. Résoudre le systéme linéaire suivant :

T To T 1
ay + o as + o an+oz17

1 T2 ey
a; + ao as + Qo Ay + Q2

x1 z2 Tn 1
a1 + op ag + oy ap + oy B

= Exercice 17 eeco ====  Soient a, b et ¢ trois nombres complexes et F' la fraction

aX? +bX +c¢
(X —1D*X —-2)2

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a, b et ¢ pour que F' admette une
primitive rationnelle.

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

— Exercice 18 0000 mmm

Calculer une primitive de la fonction £ — —

= Exercice 19 €000 mmmm
/*"O tdt

o 41

s [
o 4t +2)2

oo tdt
5. /0 E+DE+D)(E+2)

7 /+OO dt
")y G+ -2t+2)

[a—y

—  Exercice 20 0000 mm—

Calculer les intégrales suivantes :

9 /”O tdt
o @+ 122t 4+ 1)
o [l

o t2+2t+5
6 /+CD dt
o 341

+00 dt
- /0 2 +1)>%t+1)

Calculer les intégrales suivantes, en commengant par

y effectuer le changement de variable proposé,

L[
) 71./2 Sint
5 / sintdt

4 — cos2t
- Exercice 21 eeeo

1. Calculer cos(%) et sm(12)

2. Calculer une primitive de z —

en posant u = cost.

en posant u = cost, ou x €0, 7[.

en posant v = sint.

3.
/ﬂ/4 cos® ¢

= Mines-Ponts MP 2022

sinx sur ]77 27r[
sin(x+ %) sin(x— 1”—2) '
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Corps des fractions rationnelles

Indications Exercice 20. 1. ... 2. @ 3.4/2+ M
Exercice 2. 4. Exprimer la somme & ’aide de la dérivée du polynéme 1 + X + ...+ X™. 2 2
Exercice 4. 1. Penser aux polynémes de Lagrange. Exercice 21. 1. cos =~ — 2+3 et sin — — 2- \/§
Exercice 11. Décomposer en éléments simples 1/P et X /P (attention & la partie entiére!). 2 12 2 12 2
Exercice 13. Montrer qu'un tel polynoéme vérifie P(X)P(1/X) = 1.

X2

Exercice 15. Considérer X o)X DX -0

Exercice 21. 2. On peut procéder au changement de variable ¢ = tan(z/2), mais les calculs
deviennent diaboliques!

Eléments de réponses

n k
E ice 0. 4. z . n+1)\(-1)
xercice e Exercice 7. ;;o <k+1 X h
. 1 1 4 4 13 7
Exercice 6. l'X—z‘+X+i+X—2+X+2' 3'1+X—3_m'
g 3VB[_ L 1 ] 8-vEf 1 1|
12 [X—j X+ 12 [ X-7 X+;
2+4j j 244 1435
T9(X —F) (X —7)2 99X —j) 3(X—j)?
P 32 N 3 N 3v2 N 3
CO2(X —0) 2(X Hd) A(X —2) 2X —V2)2 A(X +42) 2AX ++2)2
. w 1
E 7. F = Ok — (D).
xercice §0X+k avec ap = (—1) P
Exercice 8. ~—"_1 | ! 41 w1
T2n X -1 n(X-1)2 nweUn\{l}w—lX—w'
. nX . 1 1
. Exercice 14, - — ——— .
Exercice 10 Xn 1 1 2+ )n+2)

Exercice 11. Si les a; sont distincts et non nuls, alors

= 1 1 n 1 1 sin=1
Z S = — et Z S = .
~ a;iP'(ai) P(0) = Paq) 0 sinon.
Exercice 13. Ce sont les AX™ avec A€ U et n e N.

2
Exercice 15. (a+b+c) .
b+c—a)(c+a—b)(a+b—c)
. n a; + o .
Exercice 16. z; = (=1)""'[],_, o a7. Exercice 17. 4a + 3b+ 2¢ = 0.
J 0
. Inz 1 Inx
Exercice 18. z+—— —= — “In(2?2 +1) — ———.
8 = 5 g 2(z2 + 1)
. T 1 7 1 =« 8 5 3mr—8In2
19. 1. —. 2.1-— 3. =. 4. - - = - —=. 5 ——
Exercice 19. 1 1 2.1-1n2. 3 6 4 2(Arctan2 4)+6ln5 3 5 20
2T 97 2In2 1 T—1
—. 1. — =. . .
0 373 w025 5 &
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