Limites et continuité

16 des fonctions

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

Calculs directs de limites

Déterminer les limites suivantes.
1. Vz(vVz+1—+x—1) en 4.

3. Va3 + 22— 23 —x2en +0. 4

— Exercice 1 0000

2. Va3 +x— 23+ 1 en +o0.
VI+am—/1—zm
. 0

en 0, avec m,n € N.

— EXercice 2 0000 Déterminer les limites suivantes.

1 x?
1. z|—| en 0 et en +oc0. 2. ————— en +ow.
x In(e® +1)
cos(z? + x 5
% en +00. 4, —2  en too. 5. In(1 +¢*) —x en +c0.
2+ 222 + 3

6. 1n(3:132 — 4) — 1n(2:1c2 + 1) en +oo. 7. <33 + ;) en —+0o0.

T —

sin(e®) + eSin e 472

8. (Inz +sinz)® en +o0. 9. Inz xInlnz en 1. 10. en +0o.
2 +1
1, ()" +oo. 12, (eee) e +o0 B,veR
L == en . . (e00) ——— en avec a )
m eﬂzg +e’yz ) ) 77
— Exercice 3 0000 mmm— Déterminer les limites suivantes.
in(3 In(1
1. (1+ x)l/m en0. 2. (z—1)*1lenl. . M n 0. . u en 0.
sin(4mx) sin y/x
27 —1 1 1
5., — en 0. T en0,aveca e R* et e R. 7. ————— — —en 0T
sin ze —1 (x+1)
sin x ¥ —1
8. Tl + 22) — 2 en 0. 9. I en O et en 1, avec a € R.
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= Exercice 4 eeco === Montrer que les fonctions suivantes n’ont pas de limite.

x

=]

1
1. © — sin(cosx) en +o0. 2, z+—sin <:c + > en 0. 3. z+— en +00.
x

|]

4, r+— cos(el/xz) en 0.

Branches infinies

— Exercice 5 €000 mm—

On considére la fonction f définie sur Dy = R\{1} par
3
x

f(fﬂ)zm«

1. Etudier la limite de f en 1. En déduire 1’équation d’une asymptote a la courbe de
f-

2. Montrer que la droite A d’équation y = = + 2 est asymptote oblique a Cy en +00
et en —o0. Etudier la position relative de Cy par rapport a A.

3. Tracer l'allure de Cy dans un repére orthonormal.

Etudier les branches infinies des fonctions suivantes.

— Exercice 6 0000

v —e® 23— 422 + 55+ 1 .
l.m'—)m. 2..’E}—> 9_41-2 3.:U'—>1n(e +e )
.12 —1)3
4, z— +3$. 5 2+ 7@ )
r—95 z+1

Propriétés du cours

= Exercice 7 Soit f,g: D — R deux fonctions, a € D et £, € R.
On suppose que lim f = £ et que lim g = £'. Démontrer les résultats suivants du cours :
a a

0000 =————

a. im(f+g)=£+¢; b.limfg=40; c. Sif=#0,lim 7

e

= Exercice 8 ee00 == Composition a gallche (i;une suite par une fonction
Soit I un intervalle, f : I —> R une fonction, £ € I, L € R et (uy,)nen une suite réelle a
valeurs dans I. Démontrer le résultat suivant :

si lin; flx) =1L, lim

n—+o0

Si lim wu, =4£¢ et alors

n—+00

(upn) = L.
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Limites et continuité des fonctions

Fonctions abstraites

— Exercice 9 000 mm—

Déterminer toutes les fonctions f : R%¥ — R telles

que, pour tous z,y € R%, |f(z) — f(y)| < g

= Exercice 10 €000
Déterminer toutes les fonctions f € RR périodiques qui possédent une limite en +oo.

= Exercice 11 €000 mmmm
de longueur 1.

Soit f : R — R une fonction bornée sur tout intervalle

1. On suppose que 11111 (f(x+1)— f(x)) =0.
T—+00
Soit € > 0 et A = 0 tel que, pour tout x = A, |f(x + 1) — f(z)] < e.

a. Montrer que, pour tout x = A, |f(z) — f(x —n)| < ne, oun = |z — AJ.

f(=)

T

b. En déduire que, pour tout x = A, on a

de |f]| sur [A, A+ 1].
f(z)

M R .
< — +¢, ot M est un majorant
x

c. Montrer que lim =0.
r—+00 T
2. On suppose que lim (f(x + 1) — f(z)) = £ € R. Montrer que lim () iy

——  Exercice 12 e000 mmm
0. On suppose que

Soit f : I —> R, ot [ est un intervalle ouvert contenant

lim f(z) =0 et lim J(22) - J(z) =0.
x—0 x—0 €T
1. Montrer que, pour tout n € N* et z € 1\{0},
F) @) k), o ey = SO TG
T T = T
2. En déduire que lir% M =0.
T— x

1D = @), o

3. Que peut-on dire si lim f(z) =0 et lim
z—0 z—0 T
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=  Exercice 13 0060 mmmm Soit f : R¥ — R une fonction croissante, non
identiquement nulle et telle que, pour tous z,y € R¥,

flzy) = (@) + f(y).
1. Montrer que Erorgf = 400. Que vaut li(r)nf ?

2. Etudier le signe de f, puis en déduire que f est strictement croissante sur R .

Continuité

—— Exercice 14 €000 = Soit m et p deux réels et f la fonction définie sur R

par
2?—1 siz<0
f(z) = mr+p si0<zx<?2
20 —6 six =2

A quelles conditions sur les réels m et p la fonction f est-elle continue sur R ?

= Exercice 15 0000 mmmm Etudier la définition et la continuité des fonctions
suivantes ainsi que leurs éventuels prolongements par continuité aux bornes.

1. f(z) =xze V=, 2. f(z) = ﬁm 3. f(z) = (av(lnx)2 + 1)1/11105.
4. f(x)=e V", 5. f(z) = @ 6. (see) f(z) = m
7. f@) = zlff 8. f(x) =cos(27g|>. 9. f(z) = |2] + (= — |2])%.

10. f(z) = 22 cosé. 11. f(z) = Cofigl 12. f(z) = (~1)l! (x ) - ;)

= Exercice 16 €000
Montrer que f = g.

Soit f,g € €(R,R) deux fonctions telles que f|o= glo-

—  Exercice 17 000 mmmm
Trouver toutes les applications continues de R dans R admettant 1 et 4/2 pour périodes.
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Limites et continuité des fonctions

= Exercice 18 eeco === Fonctions lipschitziennes Soit k € R* et I un intervalle.
Une application f: I — R est dite k-lipschitzienne sur I lorsque

V(w,y) e I?, |f(z) = f(y)l < klo —yl.

1. Montrer que f est continue sur 1.
2. Supposons que k € [0, 1[, que I est un segment et que f(I) < I. On définit la suite
(@n) ey PAr To € I et, pour tout n € N, x,41 = f(zy).
a. Montrer que f admet un unique point fixe £ € I.
Montrer que, pour tout n € N, |z,, — ¢| < k"|xg — .
En déduire que (z,,),,y converge vers /.

B o

Déterminer une valeur de n pour laquelle z,, est une valeur approchée de £ a
1073 prés.

3. (eee) Supposons dorénavant que k = 1 que I = [0, 1]. L’objet de cette question est
de montrer que ’ensemble X des points fixes de f est soit vide, soit un segment.
Supposons X non vide.

a. Justifier existence de m = inf X et M = sup X.
b. Montrer que m et M appartiennent a X.
c. Conclure.

— Exercice 19 ¢€00 =
propriétés suivantes :

Soit f et g deux fonctions de R¥ sur R vérifiant les

() vre®r, gl =%,

(ii) f est croissante sur R* et g est décroissante sur R¥.

Montrer que f et g sont continues sur R¥ .

—— Exercice 20 0000 mmmm Soit f : [a,b] — R croissante et surjective de [a,b]
sur [f(a), f(b)]. Montrer que f est continue sur [a,b].

=  Exercice 21 eeco === Continuité d’une intégrale a paramétre
Soit ¢ € ([0, 1],R). On pose, pour tout z € R,

f(x) = / & — (1) dt.

Montrer que f est continue sur R.
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- Exercice 22 o000 === Continuité d’une suite de fonctions
Pour tous n € N* et € R¥, on pose

" 1
on(z) = ;;o k+1)(k+x)

1
1. a. Pour tout z € R%, montrer que la suite (g@n(x) + ) est décroissante.
n
neN*

b. Pour tout x € R¥, en déduire que la suite (¢, (x)),cy est convergente. On
notera ¢(x) sa limite.

On définit ainsi sur R* une fonction ¢ : z — p(x).

S

2. a. Montrer que, pour tous n € N* et x e R¥, 0 < ¢(z) — pn(z) <

b. En revenant a la définition, montrer que ¢ est continue sur R¥.

On pourra remarquer que, pour tous n € N* et a,x € R¥,

p(x) — p(a) = (p(2) = pn(2)) + (Pn(z) = Pn(a)) + (Pn(a) = ¢(a)).

= Exercice 23 eeee == Tératologie

1. Fonction de Dirichlet. Montrer que la fonction indicatrice des rationnelle 1g est
discontinue en tout point de R.

2. Fonction de Thomae. Montrer que la fonction T' de Thomae définie sur R par

T(x) =

0 siz¢Q
1/q siz=p/qavecprg=1letqg>0

est continue en tout irrationnel et discontinue en tout rationnel.

—  Exercice 24 €060 == Etudier, du point de vue de la continuité et de la
surjectivité, 'application de f : [0,1] — [0, 1] définie par

ft)=tsit¢Q et fO)=1—tsiteQ.

= Exercice 25 0000
Exhiber une application de [0,1] dans [0, 1] bijective et discontinue en tout point.
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Equations fonctionnelles

——  Exercice 26 €000
telles que, pour tout = € R,

Déterminer les fonctions f : R — R continues en 0

fQ2z) = f(x).

— EXErcice 27 0000 mmmm Déterminer les fonctions f € (R, R) telles que

VeeR, f(2z)-— f(z)==x.

— Exercice 28 €000 mmm Déterminer les fonctions f € € (R, R) telles que

Vr,ye R, f(z+y)=f(z)+ f(y)

— Exercice 29 0000 == Notons A = {g e R? | vz € R,

g(a?) = g(x)}.

1. Donner un exemple de fonction non constante appartenant & A.

2. Soit f une fonction de A qui est continue en 0 et en 1. Montrer que, pour tous
zeRY etneN, f(z) = f(acl/Qn). En déduire que f est constante sur R.

—— Exercice 30 000 =— Déterminer les fonctions f € € (R%,R) telles que

Ve,y e RY,  f(xy) = f(x)f(y).

= Exercice 31 0000 = On s’intéresse aux fonctions f € € (R, R) telles que

Ve,yeR, f(a®+ f(y) = f(x)* +y (%)

1. Soit f € F(R,R) une solution de la relation (x).
a. Montrer que f(—=x) € {—f(z), f(z)} pour tout x € R, puis que f est impaire.
f(@?) = f(x)? et fo f(z) =a.
c. Montrer que f(z +y) = f(z) + f(y) pour tous z,y > 0, puis en déduire la
forme de f.

b. Montrer que pour tout x € R :

2. Déterminer toutes les solutions continues de la relation (x).
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Théorémes liés a la continuité

— Exercice 32 €000 ==
Déterminer toutes les fonctions f € € (R, R) telles que f(x)? = 1, pour tout z € R.

—— Exercice 33 €000 =—
Soit f € €([0,1],[0,1]). Montrer que f admet un point fixe.

—— Exercice 34 o000 =—
Soit f € €(R,R) décroissante. Montrer que f posséde un et un seul point fixe dans R.

—— Exercice 35 0000 == Soit I un intervalle et f € €(I,R) une fonction qui
stabilise I. On suppose que f o f posséde un point fixe. Montrer qu’alors f en posséde
un aussi.

—— Exercice 36 0000 mmmm Soit f une fonction continue et bijective de [0, 1] sur
[0,1] verifiant f(0) # 1. Montrer que f(0) = 0.

= Exercice 37 €000 Un randonneur parcourt 6 km en une heure. Mon-
trer qu’il existe au moins un intervalle d’une demi-heure au cours duquel il parcourt
exactement 3 km.

— Exercice 38 ee00 === Le TVI est faux dans Q
On considére la fonction polynomiale f : z — 223 — 2 + 1.

1. Montrer que f réalise une surjection de R sur R.
2. Déterminer les entiers premiers p tel que 1/p ait un antécédent par f dans Q.

3. Conclure.

—  Exercice 39 0000 mmm—
sin &

ver —1

2. Montrer que la fonction x — e®sine™® est bornée sur R, .

1. Montrer que la fonction z — est bornée sur R¥.
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— Exercice 40 eeeo
tout u € R, considérons la fonction g, : * —> ux — f(z) sur [-1,1].

Soit f : [—-1,1] — R une fonction continue. Pour

1. Soit u € R. Montrer que g, admet un maximum M (u). On note E,, ’ensemble des

réels de [—1,1] en lesquels g, atteint son maximum.
2. Soit (u,v) € R? et (z,y) € B, x E,. Montrer que

M(u) — M) < (u—v)x et

En déduire que | M (v) — M (u)] < |v — ul.

3. Montrer que la fonction M : u+—— M (u) est continue sur R.

——  Exercice 41 €000
Montrer que f o g et go f sont bornées.

Soit f : R — R continue.

1. Montrer que si f est périodique, alors elle est bornée.

—  Exercice 42 0000 mmm

2. Montrer que si f posséde des limites finies en —o0 et +00, alors elle est bornée.

3. Montrer que si de plus ses limites en —o0 et +00 coincident, alors f posséde un

minimum ou un maximum sur R.

Soit f € €(R,R) et g : R — R une fonction bornée.

M) — M(u) < (v—u)y.

.G

T

4. Montrer que si lim f = 1+im f = 400, alors f posséde un minimum sur R.
—00 0

——  Exercice 43 0000 mmmm Soit f,g € €([a,b],R).
On suppose que, pour tout z € [a,b], f(x) < g(z). Montrer que :
dx >0,

Veela,b], f(z)+A<g(z).

- Exercice 44 eeeo

0+ g

Soit f € € (R4, R) surjective. Montrer que, pour tout
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y € R, 'équation y = f(x) d’inconnue x € Ry posséde une infinité de solutions.

-  Exercice 45 eeeo

Soit f € €*(R,R) telle que lirfoo(f(:c) + f'(z)) = 0. Montrer que hrfoof(x) =0.
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