
16 Limites et continuité
des fonctions

Cahier de calcul : H. Banque CCINP : H.

Calculs directs de limites

Exercice 1 ••◦◦ Déterminer les limites suivantes.

1.
?
x
`?

x ` 1 ´
?
x ´ 1

˘

en `8. 2.
?
x3 ` x ´

?
x3 ` 1 en `8.

3. 3
?
x3 ` x2 ´

3
?
x3 ´ x2 en `8. 4.

?
1 ` xm ´

?
1 ´ xm

xn
en 0, avec m,n P N.

Exercice 2 ••◦◦ Déterminer les limites suivantes.

1. x

Z

1

x

^

en 0 et en `8. 2.
x2

lnpex `1q
en ˘8.

3.
cos

`

x2 ` x
˘

x2 ` x
en `8. 4.

5x
?
2x2 ` 3

en `8. 5. lnp1 ` exq ´ x en `8.

6. ln
`

3x2 ´ 4
˘

´ ln
`

2x2 ` 1
˘

en `8. 7.
ˆ

x ` 1

x ´ 3

˙x

en `8.

8. plnx ` sinxq
2 en `8. 9. lnx ˆ ln lnx en 1. 10.

sinpexq ` esin x `x2

?
x2 ` 1

en `8.

11.
ˆ

lnx

x

˙1{x

en `8. 12. (•••)
eαx

2

eβx3
` eγx

en `8, avec α, β, γ P R.

Exercice 3 ••◦◦ Déterminer les limites suivantes.

1. p1 ` xq1{x en 0. 2. px ´ 1qx´1 en 1. 3.
sinp3πxq

sinp4πxq
en 0. 4.

lnp1 ` xq

sin
?
x

en 0.

5.
2x ´ 1

sinx
en 0. 6.

xβ ´ 1

xα ´ 1
en 0, avec α P R˚ et β P R. 7.

1

xpx ` 1q
´

1

x
en 0`.

8.
sinx

x2 lnp1 ` 2xq ´ x4
en 0. 9.

xα ´ 1

lnx
en 0 et en 1, avec α P R.

Exercice 4 ••◦◦ Montrer que les fonctions suivantes n’ont pas de limite.

1. x ÞÝÑ sinpcosxq en `8. 2. x ÞÝÑ sin

ˆ

x `
1

x

˙

en 0. 3. x ÞÝÑ
xx

txu
txu

en `8.

4. x ÞÝÑ cos
´

e1{x2
¯

en 0.

Branches infinies

Exercice 5 •◦◦◦ On considère la fonction f définie sur Df “ Rzt1u par

fpxq “
x3

px ´ 1q2
.

1. Étudier la limite de f en 1. En déduire l’équation d’une asymptote à la courbe de
f .

2. Montrer que la droite ∆ d’équation y “ x ` 2 est asymptote oblique à Cf en `8

et en ´8. Étudier la position relative de Cf par rapport à ∆.
3. Tracer l’allure de Cf dans un repère orthonormal.

Exercice 6 ••◦◦ Étudier les branches infinies des fonctions suivantes.

1. x ÞÝÑ
ex ´ e´x

ex ` e´x
. 2. x ÞÝÑ

x3 ´ 4x2 ` 5x ` 1

9 ´ 4x2
. 3. x ÞÝÑ lnpex ` e´xq.

4. x ÞÝÑ 3

c

2 ` 3x

x ´ 5
. 5. x ÞÝÑ

c

px ´ 1q3

x ` 1
.

Propriétés du cours

Exercice 7 ••◦◦ Soit f, g : D ÝÑ R deux fonctions, a P D et ℓ, ℓ1 P R.
On suppose que lim

a
f “ ℓ et que lim

a
g “ ℓ1. Démontrer les résultats suivants du cours :

a. lim
a

pf ` gq “ ℓ ` ℓ1 ; b. lim
a

fg “ ℓℓ1 ; c. Si ℓ ‰ 0, lim
a

1

f
“

1

ℓ
.

Exercice 8 ••◦◦ Composition à gauche d’une suite par une fonction
Soit I un intervalle, f : I ÝÑ R une fonction, ℓ P I, L P R et punqnPN une suite réelle à
valeurs dans I. Démontrer le résultat suivant :

Si lim
nÑ`8

un “ ℓ et si lim
xÑℓ

fpxq “ L, alors lim
nÑ`8

fpunq “ L.
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2 Limites et continuité des fonctions

Fonctions abstraites

Exercice 9 •◦◦◦ Déterminer toutes les fonctions f : R˚
` ÝÑ R telles

que, pour tous x, y P R˚
`, |fpxq ´ fpyq| ď

x

y
.

Exercice 10 •◦◦◦
Déterminer toutes les fonctions f P RR périodiques qui possèdent une limite en `8.

Exercice 11 ••◦◦ Soit f : R ÝÑ R une fonction bornée sur tout intervalle
de longueur 1.
1. On suppose que lim

xÑ`8
pfpx ` 1q ´ fpxqq “ 0.

Soit ε ą 0 et A ě 0 tel que, pour tout x ě A, |fpx ` 1q ´ fpxq| ď ε.
a. Montrer que, pour tout x ě A, |fpxq ´ fpx ´ nq| ď nε, où n “ tx ´ Au.

b. En déduire que, pour tout x ě A, on a
∣∣∣∣fpxq

x

∣∣∣∣ ď
M

x
`ε, où M est un majorant

de |f | sur rA ,A ` 1s.

c. Montrer que lim
xÑ`8

fpxq

x
“ 0.

2. On suppose que lim
xÑ`8

pfpx ` 1q ´ fpxqq “ ℓ P R. Montrer que lim
xÑ`8

fpxq

x
“ ℓ.

Exercice 12 •••◦ Soit f : I ÝÑ R, où I est un intervalle ouvert contenant
0. On suppose que

lim
xÑ0

fpxq “ 0 et lim
xÑ0

fp2xq ´ fpxq

x
“ 0.

1. Montrer que, pour tout n P N˚ et x P Izt0u,

fpxq

x
“

fpx2´nq

x
`

n
ÿ

k“1

2´kφ
`

x2´k
˘

, où φpxq “
fp2xq ´ fpxq

x
.

2. En déduire que lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0.

3. Que peut-on dire si lim
xÑ0

fpxq “ 0 et lim
xÑ0

fp2xq ´ fpxq

x
“ ℓ P R ?

Exercice 13 •••◦ Soit f : R˚
` ÝÑ R une fonction croissante, non

identiquement nulle et telle que, pour tous x, y P R˚
`,

fpxyq “ fpxq ` fpyq.

1. Montrer que lim
`8

f “ `8. Que vaut lim
0

f ?

2. Étudier le signe de f , puis en déduire que f est strictement croissante sur R˚
`.

Continuité

Exercice 14 •◦◦◦ Soit m et p deux réels et f la fonction définie sur R
par

fpxq “

$

&

%

x2 ´ 1 si x ă 0

mx ` p si 0 ď x ă 2
2x ´ 6 si x ě 2

À quelles conditions sur les réels m et p la fonction f est-elle continue sur R ?

Exercice 15 ••◦◦ Étudier la définition et la continuité des fonctions
suivantes ainsi que leurs éventuels prolongements par continuité aux bornes.

1. fpxq “ x e´1{x. 2. fpxq “
x

2x ` |x|
. 3. fpxq “

´

xplnxq
2

` 1
¯1{ ln x

.

4. fpxq “ e´1{x2

. 5. fpxq “
lnp1 ` xq

x
. 6. (•••) fpxq “

x

2x lnx `
?
x

.

7. fpxq “
x lnx

x ´ 1
. 8. fpxq “ cos

ˆ

πx

2|x|

˙

. 9. fpxq “ txu ` px ´ txuq
2.

10. fpxq “ x2 cos
1

x
. 11. fpxq “

cosx ´ 1

x2
. 12. fpxq “ p´1qtxu

ˆ

x ´ txu ´
1

2

˙

.

Exercice 16 •◦◦◦ Soit f, g P C pR,Rq deux fonctions telles que f |Q“ g|Q.
Montrer que f “ g.

Exercice 17 •••◦
Trouver toutes les applications continues de R dans R admettant 1 et

?
2 pour périodes.
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Limites et continuité des fonctions 3

Exercice 18 ••◦◦ Fonctions lipschitziennes Soit k P R˚
` et I un intervalle.

Une application f : I ÝÑ R est dite k-lipschitzienne sur I lorsque

@px, yq P I2, |fpxq ´ fpyq| ď k|x ´ y|.

1. Montrer que f est continue sur I.
2. Supposons que k P s0 , 1r, que I est un segment et que fpIq Ă I. On définit la suite

pxnqnPN par x0 P I et, pour tout n P N, xn`1 “ fpxnq.
a. Montrer que f admet un unique point fixe ℓ P I.
b. Montrer que, pour tout n P N, |xn ´ ℓ| ď kn|x0 ´ ℓ|.
c. En déduire que pxnqnPN converge vers ℓ.
d. Déterminer une valeur de n pour laquelle xn est une valeur approchée de ℓ à

10´3 près.
3. (•••) Supposons dorénavant que k “ 1 que I “ r0 , 1s. L’objet de cette question est

de montrer que l’ensemble X des points fixes de f est soit vide, soit un segment.
Supposons X non vide.

a. Justifier l’existence de m “ infX et M “ supX.
b. Montrer que m et M appartiennent à X.
c. Conclure.

Exercice 19 ••◦◦ Soit f et g deux fonctions de R˚
` sur R vérifiant les

propriétés suivantes :

(i) @x P R˚
`, gpxq “

fpxq

x
;

(ii) f est croissante sur R˚
` et g est décroissante sur R˚

`.
Montrer que f et g sont continues sur R˚

`.

Exercice 20 •••◦ Soit f : ra , bs ÝÑ R croissante et surjective de ra , bs
sur rfpaq , fpbqs. Montrer que f est continue sur ra , bs.

Exercice 21 ••◦◦ Continuité d’une intégrale à paramètre
Soit φ P C pr0 , 1s,Rq. On pose, pour tout x P R,

fpxq “

ˆ 1

0

|x ´ φptq|dt.

Montrer que f est continue sur R.

Exercice 22 •••◦ Continuité d’une suite de fonctions
Pour tous n P N˚ et x P R˚

`, on pose

φnpxq “

n
ÿ

k“0

1

pk ` 1qpk ` xq
.

1. a. Pour tout x P R˚
`, montrer que la suite

ˆ

φnpxq `
1

n

˙

nPN˚

est décroissante.

b. Pour tout x P R˚
`, en déduire que la suite pφnpxqqnPN est convergente. On

notera φpxq sa limite.

On définit ainsi sur R˚
` une fonction φ : x ÞÝÑ φpxq.

2. a. Montrer que, pour tous n P N˚ et x P R˚
`, 0 ď φpxq ´ φnpxq ď

1

n
.

b. En revenant à la définition, montrer que φ est continue sur R˚
`.

On pourra remarquer que, pour tous n P N˚ et a, x P R˚
`,

φpxq ´ φpaq “ pφpxq ´ φnpxqq ` pφnpxq ´ φnpaqq ` pφnpaq ´ φpaqq.

Exercice 23 •••• Tératologie

1. Fonction de Dirichlet. Montrer que la fonction indicatrice des rationnelle 1Q est
discontinue en tout point de R.

2. Fonction de Thomae. Montrer que la fonction T de Thomae définie sur R par

T pxq “

#

0 si x R Q
1{q si x “ p{q avec p^q “ 1 et q ą 0

est continue en tout irrationnel et discontinue en tout rationnel.

Exercice 24 •••◦ Étudier, du point de vue de la continuité et de la
surjectivité, l’application de f : r0 , 1s ÝÑ r0 , 1s définie par

fptq “ t si t R Q et fptq “ 1 ´ t si t P Q.

Exercice 25 ••◦◦
Exhiber une application de r0 , 1s dans r0 , 1s bijective et discontinue en tout point.
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4 Limites et continuité des fonctions

Équations fonctionnelles

Exercice 26 •◦◦◦ Déterminer les fonctions f : R ÝÑ R continues en 0
telles que, pour tout x P R, fp2xq “ fpxq.

Exercice 27 ••◦◦ Déterminer les fonctions f P C pR,Rq telles que

@x P R, fp2xq ´ fpxq “ x.

Exercice 28 ••◦◦ Déterminer les fonctions f P C pR,Rq telles que

@x, y P R, fpx ` yq “ fpxq ` fpyq.

Exercice 29 ••◦◦ Notons A “
␣

g P RR
ˇ

ˇ @x P R, g
`

x2
˘

“ gpxq
(

.

1. Donner un exemple de fonction non constante appartenant à A.

2. Soit f une fonction de A qui est continue en 0 et en 1. Montrer que, pour tous
x P R˚

` et n P N, fpxq “ f
`

x1{2n
˘

. En déduire que f est constante sur R.

Exercice 30 ••◦◦ Déterminer les fonctions f P C
`

R˚
`,R

˘

telles que

@x, y P R˚
`, fpxyq “ fpxqfpyq.

Exercice 31 •••◦ On s’intéresse aux fonctions f P C pR,Rq telles que

@x, y P R, f
`

x2 ` fpyq
˘

“ fpxq2 ` y p‹q

1. Soit f P C pR,Rq une solution de la relation p‹q.

a. Montrer que fp´xq P t´fpxq, fpxqu pour tout x P R, puis que f est impaire.
b. Montrer que pour tout x P R : f

`

x2
˘

“ fpxq2 et f ˝ fpxq “ x.
c. Montrer que fpx ` yq “ fpxq ` fpyq pour tous x, y ě 0, puis en déduire la

forme de f .

2. Déterminer toutes les solutions continues de la relation p‹q.

Théorèmes liés à la continuité

Exercice 32 •◦◦◦
Déterminer toutes les fonctions f P C pR,Rq telles que fpxq2 “ 1, pour tout x P R.

Exercice 33 •◦◦◦
Soit f P C pr0 , 1s, r0 , 1sq. Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 34 ••◦◦
Soit f P C pR,Rq décroissante. Montrer que f possède un et un seul point fixe dans R.

Exercice 35 ••◦◦ Soit I un intervalle et f P C pI,Rq une fonction qui
stabilise I. On suppose que f ˝ f possède un point fixe. Montrer qu’alors f en possède
un aussi.

Exercice 36 ••◦◦ Soit f une fonction continue et bijective de r0 , 1s sur
r0 , 1s vérifiant fp0q ‰ 1. Montrer que fp0q “ 0.

Exercice 37 ••◦◦ Un randonneur parcourt 6 km en une heure. Mon-
trer qu’il existe au moins un intervalle d’une demi-heure au cours duquel il parcourt
exactement 3 km.

Exercice 38 ••◦◦ Le TVI est faux dans Q
On considère la fonction polynomiale f : x ÞÝÑ 2x3 ´ x ` 1.

1. Montrer que f réalise une surjection de R sur R.
2. Déterminer les entiers premiers p tel que 1{p ait un antécédent par f dans Q.
3. Conclure.

Exercice 39 •◦◦◦

1. Montrer que la fonction x ÞÝÑ
sinx

?
ex ´1

est bornée sur R˚
`.

2. Montrer que la fonction x ÞÝÑ ex sin e´x est bornée sur R`.
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Limites et continuité des fonctions 5

Exercice 40 •••◦ Soit f : r´1 , 1s ÝÑ R une fonction continue. Pour
tout u P R, considérons la fonction gu : x ÞÝÑ ux ´ fpxq sur r´1 , 1s.
1. Soit u P R. Montrer que gu admet un maximum Mpuq. On note Eu l’ensemble des

réels de r´1 , 1s en lesquels gu atteint son maximum.
2. Soit pu, vq P R2 et px, yq P Eu ˆ Ev. Montrer que

Mpuq ´ Mpvq ď pu ´ vqx et Mpvq ´ Mpuq ď pv ´ uqy.

En déduire que |Mpvq ´ Mpuq| ď |v ´ u|.
3. Montrer que la fonction M : u ÞÝÑ Mpuq est continue sur R.

Exercice 41 •◦◦◦ Soit f P C pR,Rq et g : R ÝÑ R une fonction bornée.
Montrer que f ˝ g et g ˝ f sont bornées.

Exercice 42 ••◦◦ Soit f : R ÝÑ R continue.
1. Montrer que si f est périodique, alors elle est bornée.
2. Montrer que si f possède des limites finies en ´8 et `8, alors elle est bornée.
3. Montrer que si de plus ses limites en ´8 et `8 coïncident, alors f possède un

minimum ou un maximum sur R.
4. Montrer que si lim

´8
f “ lim

`8
f “ `8, alors f possède un minimum sur R.

Exercice 43 ••◦◦ Soit f, g P C pra , bs,Rq.
On suppose que, pour tout x P ra , bs, fpxq ă gpxq. Montrer que :

Dλ ą 0, @x P ra , bs, fpxq ` λ ď gpxq.

Exercice 44 •••◦ Soit f P C pR`,Rq surjective. Montrer que, pour tout
y P R, l’équation y “ fpxq d’inconnue x P R` possède une infinité de solutions.

Exercice 45 •••◦
Soit f P C 1pR,Rq telle que lim

xÑ`8
pfpxq ` f 1pxqq “ 0. Montrer que lim

xÑ`8
fpxq “ 0.

Indications
Exercice10.Penseràlacaractérisationséquentielledelalimite.
Exercice17.Quepeut-ondiredelapartieZ`

?
2Z(cf.exercice18duTD11).

Exercice28.DéterminerfsurN,puissurZ,puissurQ.
Exercice30.Onpourraposerg“ln˝fetmontrerquegestdérivable.
Exercice33et34.Onpourras’intéresseràxÞÝÑfpxq´x

Exercice45.Posergpxq“fpxq`f
1
pxqetexprimerfenfonctiondegvianotammentune

intégralequ’ilfaudrainfinedécouperadroitement.

Élémentsderéponses

Exercice1.1.1.2.0.3.
2

3
.4.

$

’

’

&

’

’

%

0simąnoum“0
1sim“n‰0
`8simănetm´npair
pasdelimitesimănetm´nimpair.

Exercice2.1.1et0.2.`8et`8.3.0.4.
5

?
2

2
.5.0.6.ln

3

2
.7.e

4
.8.`8.

9.0.10.`8.11.1.

Exercice3.1.e.2.1.3.
3

4
.4.0.5.ln2.7.´1.8.`8.

6.

$

’

’

&

’

’

%

0siβ“0oupαă0etβąαq

1siα,βą0ouα“βă0
´8siαą0etβă0
`8siβăαă0.

9.
En0

"

0siαě0
´8siαă0

eten1

"

0siα“0
αsiα‰0.

Exercice6.1.y“1en`8ety“´1en´8.2.x“˘
3

2
et´

x

4
`1en˘8.

3.y“xen`8ety“´xen´8.4.x“5ety“
3?
3en˘8.

5.x“´1,y“2´xen´8ety“x´2en`8.
Exercices9et10.festconstante.
Exercice14.pm,pq“p´1{2,´1q.
Exercice15.1.fPC

`

R
˚
,R

˘

.2.fPC
`

R
˚
,R

˘

.
3.fPCps0,1rYs1,`8r,Rq,fp0q“fp1q“1.4.fPC

`

R
˚
,R

˘

,fp0q“0.
5.fPCps´1,0rYs0,`8r,Rq,fp0q“1.
6.fPCps0,α1rYsα2,`8r,Rq,avec0ăα1ăα2ă1{2etfp0q“0.
7.fPC

`

R
˚
,R

˘

,fp0q“0etfp1q“1.8.fPC
`

R
˚
,R

˘

,fp0q“0.

9.fPCpR,Rq.10.fPC
`

R
˚
,R

˘

,fp0q“0.11.fPC
`

R
˚
,R

˘

,fp0q“´
1

2
.

12.fPCpR,Rq.
Exercice26.Fonctionsconstantes.
Exercice27.xÞÝÑx`aavecaPR.
Exercice28.LesfonctionslinéairesxÞÝÑaxavecaPR.
Exercice30.xÞÝÑx

α
,avecαPR,etlafonctionnulle.

Exercice31.IdR.
Exercice32.festconstanteégaleà1ouà´1surR.
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