
14 Anneau des polynômes
à une indéterminée

Cahier de calcul : H. Banque CCINP : H.

Exercice 1 ◦◦◦◦ Calculer les produits
`

X3 ` X2 ´ X ´ 1
˘`

X2 ´ 2X ´ 1
˘

et
`

2X4 ´ X3 ` X2 ` X ` 1
˘`

X2 ´ 3X ` 1
˘

.

Exercice 2 ••◦◦ Déterminer les polynômes Pn, Qn, Rn P RrXs tels que

`

X2 ´ 2 cospαqX ` 1
˘

n
ÿ

k“1

sinpkαqXn´k

. . . “ sinpαqPnpXq ` sinpnαqQnpXq ` sinppn ` 1qαqRnpXq.

Exercice 3 •◦◦◦ Soit n P N˚. Déterminer le degré et le coefficient
dominant des polynômes suivants

1. pX ´ 1qn ´ pX ` 7qn. 2. pX ` 2qn ` p1 ´ Xqn. 3.
n`1
ź

k“2

`

Xk ` X ` 1
˘

.

4.
n

ź

m“1

`

3X2 ` 2mX ` 1
˘

. 5.
n

ź

j“1

`

jX4 ` 2i
˘j2 .

Exercice 4 •◦◦◦ Soit P P KrXs. Déterminer le degré du polynôme
P pX ` 1q ´ P pXq en fonction du degré de P .

Exercice 5 ••◦◦

1. Simplifier la somme
r

ÿ

k“0

ˆ

a

k

˙ˆ

b

r ´ k

˙

, pour tous a, b, r P N.

2. En déduire une simplification de
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙ˆ

2n

k

˙

, pour tout n P N.

Exercice 6 •◦◦◦ Soit n un entier supérieur à 2 et ζ “ e2iπ{n.
Si P est un polynôme de CrXs tel que P pζXq “ P pXq, montrer qu’il existe Q P CrXs

tel que P pXq “ QpXnq.

Exercice 7 •◦◦◦ Montrer que
`8
ÿ

k“0

p´1qk

pk ` 1q!
P pkqpXqXk`1 est l’unique

primitive de P qui s’annule en 0, pour tout P P KrXs.

Exercice 8 •◦◦◦ Montrer que l’application P ÞÝÑ P 1 est un endomor-
phisme surjectif du groupe KrXs. Est-il injectif ?

Exercice 9 ••◦◦ Déterminer l’ensemble des polynômes P de KrXs tels
que XpX ` 1qP 2 ` pX ` 2qP 1 ´ P “ 0.

Exercice 10 ••◦◦ Soit P P CrXs.

1. Déterminer, en fonction des coefficients de P , une expression simple de

1

2π

ˆ 2π

0

∣∣P `

eit
˘
∣∣2 dt.

2. On suppose que P est non nul à coefficients entiers et que, pour tout u P U,
|P puq| ă

?
2. Montrer qu’alors P est un monôme.

3. Que devient le résultat de la question précédente si l’on remplace l’inégalité stricte
par une inégalité large.

Exercice 11 •◦◦◦ Répondre par Vrai ou Faux en justifiant.

1. Le degré de la somme de deux polynômes est le plus grand des degrés.

2. Le degré du produit de deux polynômes est la somme de leurs degrés.

3. Si pX ´ 1qP “ 0, alors P est le polynôme nul.

4. Si P et Q sont deux polynômes de degré n P N et si pα, βq P K2, alors
αP ` βQ P KnrXs.

5. Si n P N et P est de degré n, alors P 1 est de degré n ´ 1.

6. Si P P CnrXs et P 1 P RnrXs, alors P P RnrXs.
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2 Anneau des polynômes à une indéterminée

Exercice 12 •••◦ Polynômes de Tchebychev Soit un entier n ě 1.
Pour cet exercice, on admettra qu’un polynôme ayant une infinité de racines est né-

cessairement nul.
1. a. Rappeler la formule de Moivre.

b. En déduire l’existence d’un unique polynôme Tn P RrXs tel que :

@x P R, Tnpcosxq “ cospnxq.

2. Montrer que, pour tout nombre complexe z de module 1, on a

Tn

ˆ

1

2

ˆ

z `
1

z

˙˙

“
1

2

ˆ

zn `
1

zn

˙

.

3. a. Calculer
tn{2u
ÿ

k“0

ˆ

n

2k

˙

.

b. Montrer que le polynôme Tn est à coefficients dans Z. Déterminer son degré
et son coefficient dominant.

4. On considère le nombre complexe z “
3 ` 4i

5
.

a. Déterminer son module.
b. Soit θ un argument de z, préciser cospθq et sinpθq.
c. En utilisant le polynôme Tn, montrer qu’il n’existe aucun entier n P N˚ tel

que zn “ 1.

Exercice 13 ••◦◦ X MP 2022
Existe-t-il un polynôme P P ZrXs tel que P

ˆ

1
?
2

˙

“
?
3 ?

Exercice 14 •••• X MP 2022 Soit A un anneau commutatif non nul.
1. Montrer que si A est fini et n’admet aucun diviseur de 0, alors A est un corps.
2. On pose B “ ArXs. Montrer que P P Bzt0u est un diviseur de 0 si et seulement

s’il existe a P Azt0u tel que aP “ 0.

Indications
Exercice9.Raisonnerparanalyse-synthèseetmontrerquesiPestuntelpolynômealors

ilestnuloudedegré1.
Exercice12.3.aCf.exercice1.41.4.cOnpourraraisonnerparl’absurde.
Exercice13.Raisonnerparl’absurdeetutiliserl’irrationalitéde

?
3et

?
6.

Élémentsderéponses
Exercice1.X

5
´X

4
´4X

3
`3X`1et2X

6
´7X

5
`6X

4
´3X

3
´X

2
´2X`1.

Exercice2.Pn“X
n`1

,Qn“1,Rn“´X.
Exercice3.1.n´1et´8n.2.net2sinestpair,etn´1et3nsinestimpair.

3.
npn`3q

2
et1.4.2net3

n
.5.

2npn`1qp2n`1q

3
et

nź

j“1

j
j
2

.

Exercice4.degP“

#

´8siPPK,

degP´1sinon.

Exercice5.1.

˜

a`b

r

¸

.2.Aveca“netb“r“2n,lasommevaut

˜

3n

2n

¸

“

˜

3n

n

¸

.

Exercice9.P“aX`2a,avecaPK.

Exercice10.1.
nÿ

k“0

|ak|
2

siP“

nÿ

k“0

akX
k
.

Exercice11.1.Faux(P“XetQ“´X).2.Vrai.3.Vrai.4.Vrai.
5.Faux(P“0).6.Faux(P“X`i).

Exercice12.1.bTn“

tn{2u
ÿ

p“0

p´1q
p

˜

n

2p

¸

`

1´X
2
˘

p
X

n´2p
.3.a2

n´1
.3.bTnestdedegrénet

decoefficientdominantégalà2
n´1

.4.a|z|“1.4.bcosθ“
3
5etsinθ“

4
5.

Exercice13.Non.
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