14 Anneau des polyndmes
a une indéterminée

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

m— Exercice 1 0000 mmm— Calculer les produits

(XP+X?-X-1)(X*-2X-1) et (2X'-X’+X*+X+1)(X*-3X+1).

— EXercice 2 0000 Déterminer les polynémes Py, Q,, R, € R[X] tels que

(XQ—QCOS X+1 ZsmkaX" k
k=1

.= sin(@) P, (X) + sin(na)@Q,(X) + sin((n + 1)) R, (X).

— Exercice 3
dominant des polyndémes suivants

€000 Soit n € N*. Déterminer le degré et le coefficient

1L (X —-1)"— (X +7)" 2. (X +2)"+(1—-X)™ ﬁX"+X+1

4. [] (X% +2mX +1).

m=1

5. H jX4 + 22
j=1

- Exercice 4
P(X+1)—

€000 Soit P € K[X]. Déterminer le degré du polynéme
P(X) en fonction du degré de P.

— Exercice 5 €000 mmm—

1. Simplifier la somme Z (a) ( b >, pour tous a,b,r € N.
= k)\r—k

= 2
2. En déduire une simplification de Z (Z) ( IZ;L)’ pour tout n € N.
k=0
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m—— Exercice 6 €000 mm— Soit m un entier supérieur a 2 et ¢ = e/,
Si P est un polynéme de C[X] tel que P(¢X) = P(X), montrer qu’il existe Q € C[X]
tel que P(X) = Q(X™).

— EXErcice 7 000

kE+1)!

primitive de P qui s’annule en 0, pour tout P € K[X].

+ (—l)k
Montrer que Z ( PF(X)XF+1 est Punique
k=0

= Exercice 8§ €000 mm— Montrer que I'application P — P’ est un endomor-
phisme surjectif du groupe K[X]. Est-il injectif ?

— Exercice 9 000
que X (X +1)P" +

Déterminer 'ensemble des polynomes P de K[X] tels
(X +2)P' — P =0.

- Exercice 10 0000 Soit P € C[X].

1. Déterminer, en fonction des coefficients de P, une expression simple de

L7 p(e P ar
27T 0 ’

2. On suppose que P est non nul a coefficients entiers et que, pour tout v € U,
|P(u)| < /2. Montrer qu’alors P est un monome.

3. Que devient le résultat de la question précédente si 'on remplace 1'inégalité stricte
par une inégalité large.

——  Exercice 11 €000 Répondre par Vrai ou Faux en justifiant.

—

Le degré de la somme de deux polynomes est le plus grand des degrés.
2. Le degré du produit de deux polynoémes est la somme de leurs degrés.
3. Si (X —1)P =0, alors P est le polynéme nul.
4

. Si P et Q sont deux polynomes de degré n € N et si (a,3) € K2, alors
aP + 8Q € K, [X].

Sin € N et P est de degré n, alors P’ est de degré n — 1.
Si PeC,[X] et P € R,[X], alors P € R,,[X].

o w
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= Exercice 12 o000 === Polyndmes de Tchebychev  Soit un entier n > 1.
Pour cet exercice, on admettra qu’un polyndme ayant une infinité de racines est né-
cessairement nul.
1. a. Rappeler la formule de Moivre.
b. En déduire l'existence d’un unique polynéme T,, € R[X] tel que :

VzeR, T, (cosx) = cos(nz).

2. Montrer que, pour tout nombre complexe z de module 1, on a
1 1 1 1
T.| = - =—|z2"+ = .
(3(+2)) 3 )

[n/2] n
3. a. Calculer Z <2k>'

k=0
b. Montrer que le polynome T;, est & coefficients dans Z. Déterminer son degré
et son coefficient dominant.

3+ 44
4. On considére le nombre complexe z = —g .

a. Déterminer son module.
b. Soit 6 un argument de z, préciser cos(#) et sin(9).

c. En utilisant le polynéme T,,, montrer qu’il n’existe aucun entier n € N* tel
que z" = 1.

- Exercice 13 o000 == X MP 2022 .
Existe-t-il un polynome P € Z[X] tel que P() =/37

V2

= Exercice 14 e00e = X MP 2022
1. Montrer que si A est fini et n’admet aucun diviseur de 0, alors A est un corps.

2. On pose B = A[X]. Montrer que P € B\{0} est un diviseur de 0 si et seulement
¢’il existe a € A\{0} tel que aP = 0.

Soit A un anneau commutatif non nul.
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