m—  EXErCIiCE 7 0000 mumm— Soit a,b € Z et n € N*. Montrer que

13 | Arithmétique dans Z abin] — @ =)

. 2 — n+1 . . ol
Cahier de calcul : fiche 23. Banque CCINP : exercices 21 et 46. t I?\)I(ermce 8 esco Montrer que o = 1[2 ]’ pour tous a & Z impair
et n e N.

Divisibilité, division euclidienne, congruence
Exercice 9 €000

. ) ) 1. Mont + 2)(7n — 5) est divisibl 6, tout n € Z.
—  Exercice 1 €000 mm— Résoudre dans Z les équations suivantes : omtrer que n(n )(Tn ) e ) VISt par. i pout tout n
2. Pour quels entiers n € Z est-il vrai que n + 1 divise n + 77
Laz—1[z+3 2. z+2]2% +2. 3. x-3]2° -3 3. Pour quelles valeurs de n € Z l'entier n? + (n + 1)? + (n + 3)? est-il divisible par

107
— Exercice 2 eeco —— Critéres de divisibilité 4. Trouver tous les nombres premiers p pour lesquels 3p + 4 est un carré parfait.
1. Démontrer les critéres de divisibilité usuels par 2, 3, 5, 9 et 10. 5. Pour quels n € Z le produit n(n + 2) est-il une puissance de 27
2. Déterminer un critére de divisibilité par 8, par 6, puis par 11.
3. a. Calculer 7 x 11 x 13.

AT - PGCD, PPCM et entiers premiers entre eux
b. Déterminer si U'entier 29 310478 561 est divisible par 7, 11 ou 137

= Exercice 10 €000 mmmm
= Exercice 3 ee00 === Puissances modulaires Montrer que le pged de 2n + 4 et 3n + 3 ne peut étre que 1,2,3 ou 6.

1. Trouver le reste de la division euclidienne par 13 du nombre 1001000,
2. Calculer 20002°%° mod 7.

3. Calculer 2°°° mod 3. 7

4. Quel est le chiffre des unités de 7777

——  Exercice 11 000 mmmm Soit a,b,n € Z.
1. Montrer que n® + 3n2 — 5 et n + 2 sont premiers entre eux.
2. Montrer que si a A n =1, alors (ab) An =bAn.
3. Montrer que (n* +3n> —n+2) A (R2+n+1) =(n—2) A T.
4

— EXErcice 4 000 mm— Montrer que, pour tout n € N*, . Montrer que (a +b) A (a v b) = anb.
1. 7 ‘ 32n+1 4 2n+2. 2. 11 | 26n+3 4 32n+1.
n— 0 1
3. 6|5n° +n. 4. 85" +2x3" 1+ 1. — Exercice 12 0000 On pose, pour tout n € Z, M, = (1 >
—-n

1. Montrer que, pour tous a,b,q,r € Z,

= Exercice 5 €000 mm— b a
Montrer que la somme de trois cubes consécutifs est toujours divisible par 9. a=bg+tr r) = M, b

2. En déduire une version matricielle de 'algorithme d’Euclide étendu.

= Exercice 6 ee00 === Produit d’entiers consécutifs Soit n € N*. Montrer 3. Mettre en ceuvre cette technique pour calculer 1254 A40 et déterminer une relation
que tout produit de n entiers consécutifs est divisible par n!. de Bézout de ces deux entiers.
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= Exercice 13 €000 mmmm
21n — 3 i 15m + 2
e

1 1 ne sont pas tous les deux entiers.

Soit n € Z. Montrer que

m——  Exercice 14 €000 mmmm Montrer que, pour tout entier n € N* n+1et 2n+1

2n
sont premiers entre eux et en déduire que n + 1 | ( )
n

= Exercice 15 0000 mmmm Soient a,b € N* premiers entre eux.

1. Pour tout k € N, on note 7, le reste de la division euclidienne de a* par b. Pourquoi
I’application k — rj, n’est-elle pas injective sur N7
2. En déduire que a™ = 1[b] pour un certain n € N*.

m—  Exercice 16 eeco === Mines-Ponts MP 2022  Soit a,b e N*.
Montrer que a et b sont premiers entre eux si et seulement si, pour tout entier
n=(a—1)(b—1), il existe u,v € N tel que au + bv = n.

—  Exercice 17 0000 =

. Ina . .
Montrer que, pour tous a,b > 2 premiers entre eux, —1 b est irrationnel.
n

= Exercice 18 o000 === Sous-groupes de Z
1. Montrer que Z est le seul sous-anneau de Z.
2. On s’intéresse a présent aux sous-groupes de Z.
a. Montrer que nZ est un sous-groupe de Z, pour tout n € N.
b. Montrer que tout sous-groupe de Z est de la forme nZ, pour un certain n € Z.
3. Soit a,b e Z.
a. Montrer que aZ + bZ est un sous-groupe de Z.
b. Démontrer que aZ + bZ = (a~b)Z.

—  Exercice 19 €000 mmm Montrer que U, n Uy = U, .p pour tous a,b e N*,
m——  Exercice 20 €000
1. On note A ’ensemble des rationnels 2%, (p,n) décrivant Z x N.

a. Montrer que A est un sous-anneau de Q.
b. Déterminer U(A).
2. Meémes questions avec I’ensemble D des décimaux.
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Nombres premiers

— Exercice 21 ecoo == Banque d’exercices CCINP 2024 (86)
1. Soit (a,b,c) € Z3. Prouver que si anb=1et anc =1, alors an (bc) = 1.
2. Soit p un nombre premier.

a. Prouver que, pour tout k € [1,p— 1], p divise <£> k!, et en déduire que p

.. p
d .
ivise ( k:)

b. Prouver que, pour tout n € N, n? =n mod p.
Indication : procéder par récurrence.
c. En déduire, pour tout entier naturel n, que

pfn = nP~'=1mod p.

— EXercice 22 €000 mmm Soit p € P et r € N*. Montrer que

YmeZ, m=1[p"] = mP=1[p "]

—— Exercice 23 €000 = Soient n > 2 et N la somme de n entiers impairs
consécutifs. Montrer que N n’est pas un nombre premier.

Pour tout n € N* on note p,, le n® nombre premier.
Pn+1 <P1---Pn-

= Exercice 24 €000
Montrer que, pour tout n > 2,

—  Exercice 25 0000

1. a. Montrer que tout entier naturel congru & 3 modulo 4 posséde au moins un
diviseur premier congru & 3 modulo 4.
b. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus & 3 modulo 4.

2. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus & 5 modulo 6.

- Exercice 26 o000 = X MP 2022
Soit p = 3 un nombre premier et ¢t € N*. Soit py,...,p, des nombres premiers congrus
4 1 modulo pt. On pose a = 2p; -+ p, et ¢ = a? .

1. Montrer que ¢ = 2[p].

2. Montrer que m =1 +c+ ...+ c?~! et ¢ — 1 sont premiers entre eux.
3. Soit ¢ un facteur premier de m. Montrer que q = 1 [p?].
4.

En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congru 4 1 modulo p'.
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= Exercice 27 o000 === Nombres de Fermat (Mines-Ponts MP 2022)

1. On suppose qu’il existe m € N* tel que 2" + 1 soit premier. Montrer que m est une
puissance de 2.
n—1
2. Pour n e N, on pose F,, = 22" + 1. Montrer que, si n € N, alors F,, = 2 + H Fy.
k=0
Pour tout n € N, F,, = 22" + 1 est appelé le n® nombre de Fermat. Les nombres de
Fermat Fy, F1, F5, F3 et Fy sont premiers et on conjecture que ce sont les seuls.
3. Si m et n sont deux éléments distincts de N, montrer que F,, A F,, = 1.

4. Retrouver le fait que ’ensemble des nombres premiers est infini.

= Exercice 28 eee0 === Nombres de Mersenne (Mines-Ponts MP 2022) Soit
P, q = 2 des entiers.

1. Montrer que si ¢? — 1 est premier, alors p est premier et g = 2.
2. Montrer que si p est premier impair et k est un diviseur de 2P — 1, alors k = 1[2p].
(Cette question se traite plus naturellement avec le programme de seconde année)

Pour tout p > 2, 'entier M,, = 2P — 1 est appelé le p¢ nombre de Mersenne.

Tous ne sont pas premiers, e.g. M11 = 23 x 89.

Le plus grand nombre de Mersenne premier actuellement connu est 2136279841 _ 1 dont
Uécriture décimale est formée de 41024 320 chiffres.

- Exercice 29 eeco == Oral ENS Montrer qu’il existe un multiple de 1996
dont ’écriture décimale ne comporte que le chiffre 4.

Valuations p-adiques et décomposition primaire

=  Exercice 30 €000 mmm—
divise b.

Soient a,b € Z. Montrer que si a? divise b2, alors a

m— Exercice 31 €000 Soit m € N. Montrer que si n est a la fois un carré
parfait et un cube parfait, alors il est la puissance sixiéme d’un entier.

—— Exercice 32 ecoco === Montrer que (a A b)™ = a™ A b"™, avec a, b€ Z et n € N.
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m— EXErcice 33 €000 mumm— Pour tout n € N*, exprimer le cardinal de I’ensemble
D(n) des diviseurs de n en fonction de ses valuations p-adiques v,(n).

= Exercice 34 ee00 === Formule de Legendre

1. Soit p € P et n € N*. On note, pour tout k € N,
Mki{?ﬂpk‘meN}m[[l,nﬂ et Vi={me[l,n]|v,(m)==k}.

a. Déterminer, pour tout k € N*, le cardinal de M.
b. En déduire, pour tout k£ € N*, le cardinal de V.
c. En déduire la formule de Legendre,

n
ok

o - 552

ol la somme est faussement infinie, car [1% =0 dés que p* > n.
i

=

2. Par combien de zéros l'entier 100! s’achéve-t-il ?

2 2
3. Pour tous a,b € N, montrer que <a i b) divise ( a) ( bb>'
a a

—— Exercice 35 eee0 —— OQOral ENS

Quelle est la valuation p-adique de (pk) 7

Soitpe P, neN*et ke [1,p” —1].

—— Exercice 36 o000 —
Déterminer tous les entiers n € N* pour lesquels 2" divise 3™ — 1.

= Exercice 37 ¢000 === Mines-Ponts MP 2022
Donner les couples (m,n) d’entiers naturels tels que 2™ — 3" = 1.

— Exercice 38 eee0 —— Théoréme de Kurschak (Oral ENS)

n
Pour quelles valeurs entiéres n = m a-t-on Z -eN?
)

i=m

—  Exercice 39 0000 Déterminer 'ensemble des entiers naturels n > 2 tels
que

Vd=2, d|ln = d—-1|n-1.
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- Exercice 40 eeee —— ENS Lyon MP 2022 On note

Z[iv2) = {a +ibV2 ‘ (a,b) € 22}.

1. Montrer que A = Z[i/2] est un sous-anneau de C.

2. Montrer que 'anneau A est euclidien, i.e. il existe une fonction N : A — N telle
que, pour tout (a,b) € A x (A\{0}), il existe un couple (q,7) € A? tel que a = bq +r
et N(r) < N(b).

3. Enoncer et démontrer un théoréme d’existence et d’unicité d’une décomposition en
facteurs irréductibles dans Z[iv/2].

Equations diophantiennes

—— Exercice 41 €000 ==
1. Résoudre dans N? 'équation z Ay + zvy = = + y.

2. Résoudre dans N2 les systémes

a TAY =25 b z+y =100
) vy = 60 ) zAy =10
— Exercice 42 €000 = Résoudre les équations, d’inconnue (z,y) € N2,
suivantes
1. 22 —y2 =1 2. 922 — y? = 32.

3. 22 — 2y? = 3 en raisonnant modulo 8.

— Exercice 43 0000 mmmm
1. Soient a,b,n € Z pour lesquels a A n = 1.

a. Montrer que aa’ = 1[n] pour un certain o’ € Z.

b. En déduire, en fonction de a’,b et n, les solutions de 1'équation ax = b[n]
d’inconnue x € Z.

2. Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x € Z,
a. bz = 3[28]. b. 14z = 6[34].

3. Résoudre I’équation ax = b[n] d’inconnue z € Z, pour tous a,b,n € Z.
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4. 1522 — Ty? = 9 en raisonnant modulo 3.

- Exercice 44 0000 = Soient a, b, c € Z avec (a,b) # (0,0). On s’intéresse a
I'équation (&) : ax + by = ¢, d’inconnue (z,y) € Z2.
1. Montrer que (&) n’a pas de solution si ¢ n’est pas un multiple de a A b.
2. On suppose a présent que a A b divise c.
a. Montrer, grace a une relation de Bézout de a et b, que (&) possede une solution

(20, Y0)-
b. Résoudre (&) et interpréter le résultat géométriquement.

3. Résoudre les équations, d’inconnue (z,y) € Z2,
a. Tx — 12y = 3. b. 20x — 53y = 3.

Tr =
= Exercice 45 0000 === Résoudre le systéme { d’inconnue x € Z.

x =3[5],

= Exercice 46 eeco === Banque d’exercices CCINP 2024 (94)
1. Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

2. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux, soit ¢ € N. Prouver que

(alc et blc) <« ablec

3. On considére le systéme d’inconnue = dans Z

z =6 mod 17
(8): {x=4mod15.

a. Déterminer une solution particuliére xy de (S) dans Z.
b. Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (¢S).

= Exercice 47 eeco === Triplets pythagoriciens
1. Soit (z,y,2) € (N*)g. On suppose que

2?4+y7 =22 et xAy=1.

a. Montrer que y A z = 1.

b. Montrer que x ou y est pair. Quitte a les permuter, on suppose désormais y
pair.

c. Montrer que y + 2z et z — y sont premiers entre eux, puis que pour certains
a,b e N* impairs et premiers entre eux : y + z = a? et z —y = b2,

d. En déduire la forme du triplet (z,y, 2).

2. Résoudre finalement I’équation 22 + y* = 2% d’inconnue (z,y, 2) € (N*)g.
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m—  EXErcice 48 €000 mumm— Pour montrer que I’équation y? = x> + 7 d’inconnue
(x,y) € Z? n’a pas de solution, on suppose par 'absurde qu’elle en posséde une (z,y).
1. Montrer que = = 1[4].
2. Montrer que 2% 4+ 8 posséde un facteur premier p congru 4 3 modulo 4.

3. Calculer 4?~! modulo p de deux maniéres différentes, puis conclure.

= Exercice 49 0000 mmmm
On veut résoudre ’équation x¥ = y* d’inconnue (z,y) € N*.
1. Soient z,y € N* deux entiers pour lesquels z < y et ¥ = y®. Montrer que x divise
y en étudiant leur PGCD.

2. Conclure.
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