Matrices et

12 systémes linéaires

Cahier de calcul : fiches 21 et 22. Banque CCINP : 7.
Opérations matricielles

— Exercice 1
1. Soit

9000 —

0 9 2 1 0 8 2 5
A—<6 4 O)’B_<O 1 O),C—(—S 2)7D—<2>,E—(x Yy z).
2 -2 =3 -5 5 1

Quels produits sont possibles ? Les calculer !

0 0 1 1 0 0
2. Soit A=[0 1 0]etB=|(0 0 2| Calculer A%, B?, AB et BA.
1 1 2 1 -1 0
1 2 -1 3 7 1 00
. -2 0 5 —4||]0 -6 0 0
— Exercice 2 €000 mm— Calculer o 0o 2 —1llo o 1 4l
0o 0 3 1 0 0 3 0

- Exercice 3
conjuguée de A la matrice

0000 =—

Pour toute matrice A = (a; ;) € Ay p(C), on appelle

A = (@ij)1<izn-

1<j<p

1. Montrer que, pour tous A, B € .#, ,(C), A+ B= A+ B.
2. Montrer que, pour tous A € 4, ,(C) et B € .4, ,(C),

3. Montrer que, pour tous A € GL, (C), A~1 = (Z)_l.
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Systémes linéaires

— Exercice 4 €000 mmm—

Résoudre les systémes linéaires suivants d’inconnues

(z,y) € R? ou (x,y,2) € R3.
1{2z+y=2 2 — y + 2z = 10
"l 3x — by =1 6. x + 2y — 3z = =7
5z + 4y + 2z = 13
2 { 2 — y = —3
) —6z + 3y = 9
2r — y + 2z 1
r+y + 2z =26 7.{ -3z +2y — z =3
3.{xf3y7z=10 -z 4+ y + =z 4
T+ 3y + 4z =6
x+y+2z:0 2x+y—z:1
4 2v + 5y — 32 =1 8. T —y+z=2
T — 2y + 4z =3
2 + y — z =1 2z + y — z =1
5 T + 3y + 2z =4 9. T + 2y + z = 4
T + 2y + z =2 3z + 26y + 7z = 48

- Exercice 5 €000 mm——

Résoudre les systémes linéaires suivants d’inconnues

(x,9,2,t) e RY
2c — y + 2z — 2t = 3 3 + 3y + 22 + 3t =5
1. x —3y — z + 6t =4 2. 3z — 5z =1
3+ y — 2z +2t=-4 Tx + by + ot =9

— Exercice 6 0000 m—

Pour quelles valeurs de a, b, c € R, le systéme linéaire

T +y+ 22 =a
T + z =0
2x + y + 3z = ¢

d’inconnue (,y, z) € R3 est-il compatible ?

= Exercice 7
de degré 2 pour lequel

€000 Déterminer les coefficients de I'unique polynéme P
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1 0 3
— Exercice 8 0000 mm— Soit A=(0 -1 2]
1 -3 0

Déterminer les coefficients réels a, b, ¢, d tels que aA® + bA? + cA + dI3 = 0.

— Exercice 9 €000 mm— Résoudre les systémes linéaires suivants d’inconnues

(2,9, 2) € R3, en fonction du paramétre m € R.

mr + y + z = 1 x + y +z=—-mx+1)
1. T +my+ z = m 2. 3z + 3y + z = my
r + y + mz=m? 3r + 3y + 2= —mz

Anneau des matrices carrées

—  Exercice 10 €000 mmmm Montrer que, pour tous A, B € #,,(K) et p e N*,

p—1
AP — B? = YU AY(A— B)Br
=0

m——  Exercice 11 €000 mmmm Une matrice carrée est dite stochastique lorsque tous
ses coefficients sont positifs ou nuls et lorsque la somme des coefficients de chaque ligne
est égale a 1. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques est encore une
matrice stochastique.

— EXercice 12 0000 Montrer qu’il n’existe pas de couple de matrices
(A, B) € #,(K)? tel que AB — BA = I,,.

= Exercice 13 €000 Soit A, B € #,,(K) symétriques.
Montrer que AB est symétrique si et seulement si AB = BA.

—  Exercice 14 000 =

1. Exprimer, pour tous A, B € .#,(R), tr (ATB) en fonction des coefficients de A et
de B.

2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur A a-t-on tr (ATA) =07
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—— Exercice 15 0000 mmmm Montrer que tout élément de ., (K) s’écrit de fagon

unique comme la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.

= Exercice 16 eeco ==== Un critére de nilpotence
Pour tout p € N, on note .7, 'ensemble des matrices carrées M € #,(K) telles que
Vi,je[l,n], j<i+p = m; =0.
1. Quelle est concrétement la forme des matrices de 7, pour tout p € N?
2. Montrer que, pour tous p,ge N, Ae I, et Be I, ona AB € Jpiq.
3. En déduire que toute matrice de 77 est nilpotente.

= Exercice 17 0000 === Soit A, B € #,(K). Résoudre en fonction de A et B
I'équation matricielle X + tr(X)A = B, d’inconnue X € ., (K).

-  Exercice 18 0000 =

- (1 1)

Déterminer les puissances des matrices suivantes.

11 2 2 0 1
b.5-(} 1) ec-(33) an-(3 )

0

2 0 0 2 1 0 2 1 3
e E=10 -3 0 f.F=11 2 0] g G=(0 2 0]

0O 0 0 0 0 2 0 0 2

L1 101 cosf) sind
hh.H=(0 1 2]. i./=(10 1 0] j'J:(—Sinﬁ COSQ),aVGCHGR.

0 0 1 1 0 1

0 1 1 0 1 1

10 0 1
k. K = . l. L =

: 1
1o 0 1 1 0

1 0 0
= Exercice 19 €000 mmmm Soit M =6 —5 6]
3 -3 4
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe x, € R tel que
1 0 0
M" = |2z, 1-2x, 2z,
T —Tp, T, +1

2. Montrer que la suite (x,),,oy est arithmético-géométrique.
3. En déduire I'expression de M™ en fonction de n.
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a2 ab ac
ab b* be
ac be 2

——  Exercice 20 0000 Calculer les puissances de la matrice

)

avec a, b, c € K.

—  Exercice 21 0000 mmm Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Le cas

échéant, déterminer leur inverse.

1 2 -1 4 2 3
1. (31 f). 2.(:2 _i5>. .03 0 —2| 412 9)
-3 6 O 5 2 1
0 2 4 1 z z? } 1 —11 —11
5. 11 3 5] 6. [ = 1 =z (z € C). 7. .
5 40 2 2 1 b-t 1 -
1 -1 -1 1
2 3 n 1 1
0 1.0 4 0 1 2 n—1
4 2 13 001 n—2
8. 32 1 9/ 9. . . . 10. 1
7 2 1 5 : 1
0 0O 1 [n] [n]
a 1 1
= Exercice 22 ee00 === Pour quelles valeurs duréel ¢ lamatrice A= (1 a 1
1 1 a
est-elle inversible ? Le cas échéant, déterminer I'inverse de A.
2 0 4
— Exercice 23 €000 Soit A= |3 —4 6] Déterminer les réels A tels
1 -2 5

que la matrice A — A\I3 n’est pas inversible.

—— Exercice 24 €000 =— Soit A € GL,(K), B € GLy(K) et C € 4, 4(K).
Montrer que la matrice 61 g) est inversible et calculer son inverse sous forme d’une

matrice par blocs.

Soit A, B € #,(R) telles que A+ B = AB.
1. Montrer que I, — A et I,, — B sont inversibles.

—  Exercice 25 0000

2. Montrer que A et B commutent.
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—  Exercice 20 €000

1 1 -1
1. Soit A={|0 -1 2
0 O 1

a. Calculer A2.
b. La matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, expliciter son inverse.
1 1 =2
2. Soit A=|-1 -1 2
-2 =2 0
a. Calculer A3,
b. La matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, expliciter son inverse.
2 -1 2
3. SoitA=| 5 -3 3
-1 0 -2
a. Calculer A% + 342 + 3A.
b. La matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, expliciter son inverse.
-2
-1 , oll X e %371(R).
3

4. On considére les matrices suivantes de ., (R), ou n > 2,

c. Résoudre 'équation AX =

01 1 - 1
1 01 -+ 1 1 -1

A=|1 1 0 -1 et J =
R 1 - 1
1 11 -0

a. Etablir une relation entre A, J et I,,.
b. Calculer J2.
c. En déduire que A est inversible et ’expression de son inverse.

1 0 2
—  Exercice 27 €000 mmmm Onpose A=|0 1 1
11 -1

1. Résoudre, pour tout A € R, le systéme linéaire AX = AX, d’inconnue X € .45 1(R).
2. En déduire trois matrices colonnes X; € .3 1(R) non nulles et trois réels distincts
i, avec i € [1,3], tels que

)\1 < )\2 < )\3 et Vi e Hl ,3]], AXl = )\le
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On note P la matrice de .#3(R) de colonnes X7, X5, X3.
3. Montrer que P est inversible et calculer P~1.
4. Déterminer sans calcul une matrice diagonale D € .#3(R) telle que AP = PD.

5. En déduire, pour tout k € N, une expression de A¥ en fonction de k, P et D, puis
une expression explicite de A¥ en fonction de k.

- Exercice 28 eeco == Une construction matricielle de C
Au chapitre 6 nous avons admis 'existence d’un corps C

e contenant R et un élément ¢ vérifiant i2 = —1;
e dont tout élément s’écrit de fagon unique sous la forme a + ib, avec a,b € R.

L’exercice qui suit propose la construction d’un sur-corps de R que nous pourrons iden-
tifier & C. Pour tout (a,b) € R, on pose

a —b
M(a,b) = <b u >
et on note C = {M(a,b) | a,be R} = RI, + RJ, ou J = M(0,1).
1. Montrer que C est un sous-anneau commutatif de .#5(R).
2. Montrer que C est un corps.
3. Montrer que application & — x5 est un morphisme injectif d’anneaux de R dans
Mo (R).
4. Conclure.

5. Dans le cadre de cette identification de C avec C, & quelles opérations sur les matrices
la conjugaison et le module correspondent-elles ?

= Exercice 29 ecoo === On note A 'ensemble des matrices de la forme <g Z) ,

a et b décrivant Z.

1. Montrer que A est un anneau pour les lois d’addition et de multiplication matri-
cielles.

2. Déterminer U(A).

- Exercice 30 0000 m—— Soit n € Z. On note A ’ensemble des matrices de la

nb

forme , a et b décrivant Q.

a
b
1. Montrer que A est un sous-anneau commutatif de .Z5(R).

2. Montrer que A est un corps si et seulement si n n’est pas un carré parfait.
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= Exercice 31 0000 =
suivante

Pour tout 6 € R, on note R(#) la matrice de .#4(R)

R(O) = ( cos ) sin@).

—sinf cos6

1. Montrer que 6§ — R(6) est un morphisme de groupes de R dans GLy(R).
Déterminer son noyau.

2. En déduire le calcul des puissances de la matrice R(6), pour tout 6 € R.

= Exercice 32 €000 mmm— Montrer que M —— det M est un morphisme surjectif
de groupes de (GL2(K), x) dans (K*, x).

= Exercice 33 €000 mmm— On note G 'ensemble des matrices <(1) ?), oun Z.

1. Montrer que G est un sous-groupe de GLa(R).

2. A quel groupe familier G est-il isomorphe ?

= Exercice 34 ee00 === Centre du groupe GL, (K)
Déterminer le centre du groupe GL,,(K), pour tout n € N*.
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Indications
Exercice 12. Penser a la trace.

Exercice 20. Ecrire la matrice sous la forme X' X avec X € A1 3(K).

Eléments de réponses

Exercice 1. 1. Les produits possibles sont :

12 8 —16
AB = (I; g (6)). AC = (6‘% _46). CA=(12 —-14 6 |. AD= (262).
30 —-30 10
4 3 0 13 6 12
B*=|(0 1 0] BC=|[-3 2 BD = |2
-2 6 9 37 —15 9
E'B:(Qx—i-Zz x+y—2z —32). EC:(B:E—?)y—E)z 2x+2y+5z).
5¢ by 5z
DE=|2x 2y 2z ED=(5m+2y—z),
- -y —z
1 1 2 1 0 0 1 -1 0 0 0 1
22A2=1|0 1 0].B>=|2 -2 0| AB=|0 0 2| BA=[2 2 4
2 3 5 1 0 -2 3 -2 2 0 -1 1
7 —-11 8 -
Exercice 2. En procédant par blocs _34 _02 :I 280 .
0 0 6 12

Exercice 14. 2. A = 0.

Exercice 4. 1. (13,+5). 2. {(z,2¢+3)|zeR}. 3. (5,3,-2). 4. &. 5 . 6.(2,0,3).
z

7. {(-32+5,-42+9,2) | zeR}. 8. (1,-1,0). 9. {(-22+2,-%z2+2,2) |zeR}.
Exercice 5. 1. {(t+ 1,2t —1,t,t) [teR}. 2. {(S2+ 1, —Iz—t+%,2t)|(2t) e R?}

Exercice 6. Le systéme est compatible ssi ¢ —a — b = 0 et, le cas échéant, les solutions sont
les triplets (b — X\;a —b— A\, \), avec A € R.

Exercice 7. P = X? —4X +5.

4 -9 3 70 —6
Exercice 8. 4°= (2 -5 —2|,A°=|0 11 —4]et{(-%d,0,—2d,d)|deR}.
1 3 -3 -2 6 9
{(z,y,1—z—y) |z,yeR} sim=1
Exercice 9. 1. 1) . sim= -2
m m+1 .
{(-z 7 e} sinon
%) sime {2,—1}
2. {(=v,5,0) |y e R} sim =0

m 3m 3m .
{ (‘ m+1’  (mtl)(m—2)° (m+1)(m—2) ) } smon.

Exercice 15. A = (AT + A) + L(AT — A) avec (AT + A) € 7, (K) et (AT — A) € #,(K).
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Exercice 18. a. A™ = ((1) 2 2; 1). b.B"=2""'Bn>1 c.C"=2""1B n>1.
o 0 0
d. D™ =2"1, et D*""' =2"D. e.E"=[0 (-3)" 0]
0 0 0
1 3"+1 3"—-1 0 2 n 3n
f.Fn:5 3"-1 3"4+1 0 g.G"=2""1l0 2 0
0 ntl 0 0 2
1 n n? on=t o ont
hH*'= (0 1 2n). il"= 0 1 0 |,n>1
n—1 n—1
0 0 1 2 0 2 n_1 0 0
: 0 1 1
. on cos(nf)  sin(nh) 2p —1
_ - _ >
i J (_ sin(nd) cos(nd) )" k. K (n—1) ,p =1, et
o 1 po 1 1
K2t = (n —1)PK. . L? = (—1)"1, + M(L +1,,).

Exercice 19. 2. z,11 = 3 — 2x,,.

a® ab ac

ab b be|=XTX, 0f1X=(a b c).

ac be

Ainsi, pour tout n € N* M" = (XXT)n_lM = (a®+ b+ c2)n_1]\/[.
2 -1 -2/3

> 2. Non inversible. 3. {1 —-1/2 -1/6|.
3 —2 -1

Exercice 20. M =

1 -3

1 2

Exercice 21. 1. é(

-10/3  8/3 —1/3 .

4. Non inversible. 5. | 25/6 —10/3 2/3 7. ZA. 8. Non inversible.
~11/6  5/3  —1/3

1 -z 0

6. Inversible ssi z ¢ U, d’inverse ﬁ -z 1+ \z|2 -z |
-z
0 -z 1
1 -2 1 LN (—1)n*
1 -1

9. | . 10.

-2
U m
Exercice 22. A est inversible si et seulement si a ¢ {1, —2} et le cas échéant

1 a+1 -1 -1

1

- = | -1 a1 -1
(@+2a—-D\ 1 1 441

Exercice 23. X e {4,2,-3}.
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. A c\7" (A —AtlcB?
Exercice 24. (0 B) = ( 0 51 )
Exercice 26. 1. A~' = A. 2. A est non inversible. 3. A™' = —A%2 — 34 — 3I5.

4a. A=J—1I1, 4b.J*>=nlJ.
b4c. At = %(A + (2 —=n)I,), pour n = 2. Pour n = 1, A est non inversible.
n—

Exercice 27. 1. L’ensemble des solutions est

{(z,—z,0) |zeR} sir=1
{(QZ,Z,Z)|Z€R} SiA=2
{(2y,y,—3y) |[yeR} siA=-2
{(0,0,0)} sinon.

2. (A1, Ao, As) = (—2,1,2).

2 1 2 L (11 -3 -2
3.Por P=| 1 -1 1 ,onautH:E 4 -8 0| 4.D= 1 .
-3 0 1 3 3 3 2

4+ 6a+28 —-8+6a+28 6a—063
—4+3a+8 8+3a+pB 3a—38)aveca =2"et g =
3a—38 3a — 30 3o+ 98

1

k Ep—1 _ +

5. A" = PD"P™" = 5
(=2)".

. a b

Exercice 29. 2. U(4) = {(0 a)

Exercice 34. Z(GL,(K)) = K*I,.

a=iletb€Z}.
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