
11 Structures algébriques
usuelles

Cahier de calcul : H. Banque CCINP : H.

Lois de composition internes

Exercice 1 ••◦◦ On pose, pour tous x, y P r0 , 1s,

x ‹ y “ x ` y ´ xy.

1. Montrer que pr0 , 1s, ‹q est un magma associatif et commutatif avec élément neutre.
2. Quels sont les éléments inversibles de pr0 , 1s, ‹q ?

Exercice 2 ••◦◦ Soit pE,ďq un ensemble totalement ordonné.
1. Montrer que px, yq ÞÝÑ maxtx, yu définit une loi de composition interne sur E.
2. Montrer que le magma pE,maxq est associatif et commutatif.
3. À quelle condition nécessaire et suffisante pE,maxq possède-t-il un élément neutre ?
4. Si pE,maxq possède un élément neutre, quels sont ses éléments inversibles ?

Exercice 3 ••◦◦ Soit E un ensemble et R l’ensemble des relations
binaires sur E. Pour tous R,S P R, on définit la relation R ‹ S sur E par

xpR ‹ Sqy ðñ Dz P E, xRz et zSy.

Par ailleurs, on associe à toute fonction f P EE la relation Rf définie sur E par

xRfy ðñ y “ fpxq.

1. Montrer que ‹ est associative, mais non commutative en général.
2. Simplifier Rf ‹ Rg, pour tous f, g P EE .
3. La loi ‹ admet-elle un élément neutre ?

Exercice 4 •••◦ Oral X Soit E un ensemble fini muni d’une loi de
composition interne associative. Montrer qu’il existe s P E tel que s2 “ s.

Groupes

Exercice 5 ••◦◦ Pour tous px, yq, px1, y1q P R˚ ˆ R, on pose

px, yq ‹ px1, y1q “ pxx1, xy1 ` yq.

1. Montrer que pR˚ ˆ R, ‹q est un groupe. Est-il abélien ?
2. Simplifier px, yqn, pour tous px, yq P R˚ ˆ R et n P N.

Exercice 6 ••◦◦
Déterminer l’ensemble des structures de groupe sur un ensemble de cardinal 3.

(Indication : on pourra utiliser les résultats de l’exercice 22).

Exercice 7 ••◦◦ On considère les fonctions de Rzt0, 1u ÝÑ Rzt0, 1u

définies par

a : x ÞÝÑ x, b : x ÞÝÑ 1 ´ x, c : x ÞÝÑ
1

x
,

d : x ÞÝÑ
x

x ´ 1
, e : x ÞÝÑ

x ´ 1

x
et f : x ÞÝÑ

1

1 ´ x
.

Montrer que ta, b, c, d, e, fu est un sous-groupe de pSpRzt0, 1uq, ˝q, dont on déterminera
la table.

Exercice 8 ••◦◦ Transport de structure
1. Soit G un groupe, E un ensemble et f une bijection de G sur E. On définit une loi

interne ‹ sur E en posant, pour tous x, y P E,

x ‹ y “ f
`

f´1pxqf´1pyq
˘

.

Montrer que pE, ‹q est un groupe.
2. a. Montrer que

@x, y P R, thpx ` yq “
thx ` th y

1 ` thx th y
.

b. Pour tous x, y P s´1 , 1r, on pose

x ‘ y “
x ` y

1 ` xy
.

Montrer que l’on munit ainsi ps´1 , 1r,‘q d’une structure de groupe abélien.

R. Basson – Lycée Fénelon Sainte-Marie – MPSI Année 2024–2025

https://www.fenelonsaintemarie.org


2 Structures algébriques usuelles

Exercice 9 •◦◦◦ Soit p P N˚. Montrer que l’ensemble
"

exp

ˆ

2ikπ

pn

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pk, nq P Z ˆ N
*

est un sous-groupe de C˚.

Exercice 10 •◦◦◦
Montrer que tz P C | Dn P N˚, zn “ 1u est un sous-groupe de C˚.

Exercice 11 •◦◦◦ Soit a, b P N˚.
À quelle condition nécessaire et suffisante Ua est-il un sous-groupe de Ub ?

Exercice 12 •••◦ Groupe des similitudes et groupes diédraux
On note S l’ensembles des fonctions z ÞÝÑ az`b et z ÞÝÑ az`b sur C, où pa, bq P C˚ ˆC.
1. Montrer que S est un groupe pour la composition.
2. Soit n ě 2. On note Dn l’ensemble tf P S | fpUnq Ă Unu.

a. Pourquoi la fonction f |Un est-elle bijective de Un sur Un, pour tout f P Dn.
b. Montrer que Dn est un sous-groupe de S, appelé le groupe diédral de degré n.
c. Montrer que Dn contient ρ : z ÞÝÑ e2iπ{n z et σ : z ÞÝÑ z.
d. Que vaut la somme des éléments de Un ? En déduire que tout élément de Dn

fixe 0.
e. Montrer que Dn “

␣

ρksε
ˇ

ˇ k P J0 , n ´ 1K et ε P t0, 1u
(

.

Exercice 13 •••◦
Soit E un ensemble fini non vide muni d’une opération interne ‹ associative pour laquelle
tout élément est régulier à droite et à gauche. Montrer que E est un groupe.

Exercice 14 ••◦◦
Soit G un groupe. Montrer que G est abélien dans les deux situations suivantes :
1. Pour tout x P G, x2 “ 1G.
2. Tout élément de G peut être écrit comme un cube et, pour tous x, y P G,

pxyq3 “ x3y3.

a. Montrer que x3y2 “ y2x3, pour tous x, y P G.
b. En déduire que, pour tout x P G, x2 commute à tout élément de G.
c. Conclure.

Exercice 15 ••◦◦ Intersection et union de sous-groupes
Soit G un groupe.
1. Soit pHiqiPI une famille de sous-groupes de G, indexée par un ensemble I. Montrer

que
č

iPI

Hi est un sous-groupe de G.

2. a. Trouver deux sous-groupes de R˚ dont la réunion n’est pas un sous-groupe de
R˚.

b. Soit H et K deux sous-groupes de G. Montrer que H Y K est un sous-groupe
de G si et seulement si H Ă K ou K Ă H.

c. Soit pHnqnPN une suite croissante de sous-groupes de G. Montrer que
ď

nPN
Hn

est un sous-groupe de G.

Exercice 16 •◦◦◦ Centre d’un groupe Soit G un groupe.
1. Soit x P G. On appelle centralisateur de x dans G, noté CGpxq, l’ensemble des

éléments de G qui commutent à x. Montrer que CGpxq est un sous-groupe de G.
2. On appelle centre de G, noté ZpGq, l’ensemble des éléments de G qui commutent

à tout élément de G. Montrer que ZpGq est un sous-groupe de G.

Exercice 17 ••◦◦
Un sous-groupe d’un groupe produit est-il toujours le produit de deux sous-groupes ?

Exercice 18 •••◦ Sous-groupes additifs de R (un grand classique !)
1. Soit G un sous-groupe de pR,`q non réduit à t0u.

a. Justifier l’existence de a “ inf
`

G X R˚
`

˘

.
b. Montrer que si a ą 0, alors a P G puis G “ aZ.
c. Montrer que si a “ 0, alors G est dense dans R.

2. a. Soit a, b P R˚. Montrer que aZ ` bZ est un sous-groupe dense de R si et
seulement si

a

b
est irrationnel.

b. En déduire que tcospnq | n P Nu est dense dans r´1 , 1s.

Exercice 19 ••◦◦ Théorème de Lagrange dans le cas abélien
1. Soit G un groupe abélien fini et g P G.

a. Montrer que l’application x ÞÝÑ gx est une bijection de G sur G.
b. Montrer, en calculant de deux façons le produit

ź

xPG

pgxq, que g|G| “ 1G.

2. Déterminer tous les sous-groupes finis de C˚.
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Exercice 20 •••◦
Montrer que tout groupe fini de cardinal pair possède un élément x ‰ 1G tel que x2 “ 1G.

Exercice 21 ••◦◦ Sous-groupes des automorphismes intérieurs
Soit G un groupe. Pour tout g P G, on note σg l’application x ÞÝÑ gxg´1 de G dans G.
1. Montrer que σg est un automorphisme de G, pour tout g P G.
2. Montrer que l’application σ : g ÞÝÑ σg est un morphisme de groupes de G dans

AutpGq.
3. Montrer que Kerσ “ ZpGq, où ZpGq est le centre de G (cf. exercice 16).

Exercice 22 ••◦◦ Théorème de Cayley Soit G un groupe.
Pour tout g P G, on note µg l’application x ÞÝÑ gx de G dans G.
1. Montrer que, pour tous g, g1 P G, µgg1 “ µg ˝ µg1 .
2. En déduire que l’application g ÞÝÑ µg est un morphisme de groupe injectif de G

dans SpGq.

Exercice 23 •••◦ Soit G et G1 deux groupes isomorphes. Montrer qu’il
en va de même de AutpGq et AutpG1q.

Exercice 24 ••◦◦ Somme de caractères
Soit G un groupe fini et χ un morphisme de groupes de G dans C˚. Calculer

ÿ

gPG

χpgq.

Exercice 25 ••◦◦ Soit G un groupe. Montrer que l’application x ÞÝÑ x´1

est un endomorphisme de G si et seulement si G est abélien.

Exercice 26 •••◦
1. Soit G un groupe et x P G. On pose xxy “

␣

xk
ˇ

ˇ k P Z
(

.
a. Montrer que xxy est un sous-groupe de G.
b. Montrer que les endomorphismes de xxy sont exactement les g ÞÝÑ gn, avec

n P Z.
2. En déduire

a. AutpZq. b. AutpQq. c. AutpUnq, pour tout n P N˚.

Exercice 27 •••◦
1. Montrer que les groupes R et R˚

` sont isomorphes.
2. Montrer que les groupes Q et Q˚

` ne sont pas isomorphes.
Indication : considérer

?
2.

3. Déterminer l’ensemble des morphismes de groupes de Q dans Q˚
`.

Exercice 28 ••◦◦ Oral ENS
Trouver tous les morphismes de groupes de pQ,`q dans pZ,`q.

Anneaux

Exercice 29 •◦◦◦ Montrer qu’un élément non nul d’un anneau commutatif
est régulier pour la multiplication si et seulement s’il n’est pas un diviseur de 0.

Exercice 30 ••◦◦ Démontrer que tout anneau intègre fini est un corps.

Exercice 31 ••◦◦ Différence symétrique de deux ensembles
Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on définit la différence symétrique
de A et B, notée A∆B, par

A∆B “ pA Y BqzpA X Bq.

1. Illustrer cette définition par un schéma.
2. Que valent A∆A, A∆H et A∆A ?
3. Exprimer 1A∆B en fonction de 1A et 1B .
4. Montrer que pPpEq,∆,Yq est un anneau commutatif.
5. Déterminer UpPpEqq. L’anneau PpEq est-il intègre ?
6. Soit F une partie de E. Montrer que PpF q est quasiment un sous-anneau de PpEq.

Quelle propriété fait défaut ?

Exercice 32 ••◦◦ Anneau des entiers de Gauss
1. Soit Zris “ ta ` ib | a, b P Zu.

a. Montrer que Zris est un sous-anneau de C.
b. Montrer que, pour tout z P Zris, |z|2 P N.
c. En déduire UpZrisq.

2. Même question avec Zri
?
2s “

␣

a ` ib
?
2
ˇ

ˇ a, b P Z
(

.

Exercice 33 •◦◦◦
Déterminer l’unique structure de corps sur un ensemble à deux éléments.
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Exercice 34 ••◦◦ Soit A un sous-anneau de R.
Montrer que A est dense dans R si et seulement si A X s0 , 1r “ H.

Exercice 35 ••◦◦ Éléments nilpotents d’un anneau
Soit A un anneau. Un élément x P A est dit nilpotent s’il existe n P N˚ tel que xn “ 0A.
1. Si A est intègre, montrer que 0A est le seul élément nilpotent de A.
2. Montrer que la somme et le produit de deux éléments nilpotents de A qui com-

mutent sont encore nilpotents.
3. Pour tout x P A nilpotent, montrer que 1A ´ x est inversible et déterminer son

inverse.
4. Plus généralement, que dire de la somme d’un élément nilpotent et d’un élément

inversible qui commutent ?

Exercice 36 •••◦ Un cas particulier du théorème de Jacobson†

Soit A un anneau. On appelle centre de A, noté ZpAq, l’ensemble des éléments de A
qui commutent à tout élément de A (pour la multiplication bien sûr).
1. Montrer que ZpAq est un sous-anneau de A.
2. On suppose que x3 “ x, pour tout x P A.

a. Montrer que
@px, yq P A2, xy “ 0 ùñ yx “ 0.

b. Soit x P A. On suppose que x2 “ x. Montrer que x P Zpaq.
Indication : on pourra étudier xpy ´ xyq, pour tout y P A

c. Montrer que, pour tout x P A, x2 P ZpAq.
d. En déduire que A est un anneau commutatif.

Exercice 37 ••◦◦ Anneau de Boole
Soit A un anneau de Boole, i.e. un anneau non nul pour lequel x2 “ x, pour tout x P A.
1. Montrer que A est commutatif.
2. Déterminer A dans le cas où A est intègre.
3. On définit une relation binaire ď sur A en posant, pour tous x, y P A,

x ď y ðñ yx “ x.

Montrer que ď est une relation d’ordre.

†. Le théorème de Jacobson énonce plus généralement qu’un anneau A est commutatif dès lors que

@x P A, Dn ě 2, xn “ x.

Exercice 38 ••◦◦
1. Les anneaux R et C sont-ils isomorphes ?
2. Déterminer tous les endomorphismes d’anneau de C dont la restriction à R est la

fonction identité.

Exercice 39 •◦◦◦ Déterminer les endomorphismes de l’anneau Z.

Exercice 40 ••◦◦ Oral X Soit E “
␣

a ` b
?
2
ˇ

ˇ pa, bq P Q2
(

.
Montrer que E est un sous-corps de C et en déterminer tous les automorphismes.
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Indications
Exercice 13. On pourra utiliser la propriété suivante : si E est un ensemble fini et si f P EE ,

alors f est bijective si et seulement si elle est injective.
Exercice 17. Non. Il suffit donc d’exhiber un contre-exemple.
Exercice 18. Pour la question 1, penser à la division euclidienne dans R (exemple 41 du cha-

pitre 9) et s’inspirer de l’exemple 41 du cours. En 1.b, on pourra notamment raisonner
par l’absurde et examiner ce qu’il se passe dans G X sa , 2ar.

Exercice 20. On pourra considérer la relation binaire „ sur G définie par

x „ y ðñ x “ y ou x “ y´1

et commencer par vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence, puis s’intéresser aux
classes d’équivalence.

Exercice 24. Les applications de l’exercice 22 suggèrent des changements d’indice dans la
somme.

Exercice 28. 3. Un tel morphisme est de la forme r ÞÝÑ ar, avec a P Q˚
`.

Exercice 30. Considérer l’application x ÞÝÑ ax pour un élément a non nul.
Exercice 37. 1. Que dire de p1 ` xq

2 et px ` yq
2 pour x, y P A.

Éléments de réponses
Exercice 1. 1. Le neutre est 0. 2. 0 est le seul élément inversible.
Exercice 2. 3. E possède un minimum. 4. Le neutre est le seul élément inversible.
Exercice 3. 2. Rf ‹ Rg “ Rg˝f . 3. “.

Exercice 5. 2.
´

xn, xn´1
x´1

y
¯

.

Exercice 7.

a b c d e f

a a b c d e f
b b a e f c d
c c f a e d b
d d e f a b c
e e d b c f a
f f c d b a e

Exercice 11. a divise b.
Exercice 19. 2. Les Un avec n P N˚.

Exercice 24.
ÿ

gPG

χpgq “

"

CardpGq si χ “ r1
0 sinon.

Exercice 26. 2.a AutppZ,`qq “ tIdZ,´ IdZu et pAutppZ,`qq, ˝q » pUpZq,ˆq.
2.b AutppQ,`qq “

␣

x ÞÝÑ ax
ˇ

ˇ a P Q˚
(

et pAutppQ,`qq, ˝q » pQ˚,ˆq.
2.c AutppUn,ˆqq “ tω ÞÝÑ ωa

| a P J0 , n ´ 1K et a^n “ 1u.
Exercice 27. 1. Considérer exp ou ln. 3. Le seul morphisme est le morphisme trivial.
Exercice 28. Il y a seulement la fonction nulle.
Exercice 32. 1.c UpZrisq “ t˘1,˘iu. 2.c U

`

Zri
?
2s
˘

“ t˘1u.
Exercice 38. 1. Non. 2. IdC et z ÞÝÑ z.
Exercice 39. IdZ.
Exercice 40. IdE et a ` b

?
2 ÞÝÑ a ´ b

?
2.
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