10 ‘ Relations binaires

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

- Exercice 1 Soit E I’ensemble des droites du plan. Quelles sont
les propriétés vérifiées par la relation de parallélisme ? d’orthogonalité ?

[ JeJele] —

Relations d’équivalence

= EXxercice 2 eeco === Construction de Z a partir de N et de Q A partir de Z

1. On définit une relation ~ sur N2 en posant, pour tous (m,n), (m’,n') € N2,

(m,n) ~(m';n') <= n+m =n"+m.

a. Montrer que la relation ~ est une relation d’équivalence. Ici on veillera & mener
ses calculs uniquement dans N.

b. Pourquoi est-il naturel de définir Z comme I’ensemble quotient N2/~ ?
(Indication : on pourra s’intéresser a l’application (m,n) — m —n de N?

dans Z.)

2. On définit une relation ~ sur Z x N* en posant, pour tous (p,q), (p',q') € Z x N*,
(pa) ~.d) <= pd =0
a. Montrer que la relation ~ est une relation d’équivalence. Ici on veillera a mener

ses calculs uniquement dans Z.
b. Pourquoi est-il naturel de définir Q comme Iensemble quotient Z x N*/~ 7

= Exercice 3 eeco === Relation de congruence
Soit n un entier naturel non nul. On définit sur Z la relation = [n], dite de congruence,
en posant, pour tout (a,b) € Z2,

a=b[n] <= n|b—a (ie ndiviseb—a),

autrement dit,
dkeZ, b—a=kn.

1. Montrer que = [n] est une relation d’équivalence.

a=b[n] <

2. Expliciter les différentes classes d’équivalence et préciser le cardinal de ’ensemble
quotient Z/= [n].
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- Exercice 4 On définit sur R la relation R en posant, pour tout

(z,y) € R?,

0000 =—
TRy << zxe¥=ye".

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Soit x € R. Déterminer le cardinal de la classe de .

—— Exercice 5 €000 == Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. On
définit sur & (E) la relation R en posant, pour toutes parties X et Y de E,

XRY — AnX=ANnY.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer les classes d’équivalence suivantes : cl(J), cl(E), cl(A) et cl(A).
3. Soit X € #(E). Montrer que B = A n X est 'unique élément de ¢l(X) contenu
dans A.
4. a. Expliciter Z(E)/R et Z(A) dans le cas F = {1,2,3,4} et A = {1,2}.
b. Préciser une bijection de Z(FE)/R sur H(A) dans le cas particulier de la
question précédente, puis dans le cas général.

m— EXErcice 6 €000 mmmm Montrer que le nombre R,, des relations d’équivalence
sur un ensemble fini de cardinal n vérifie la relation de récurrence :

Ry = Z <Z)Rk

k=0

Relations d’ordre

= Exercice 7 e0oo === Qrdre strict Soit E un ensemble.
Une relation binaire R sur E est dite irréflezive lorsque :

Ve E, non (zRx).

On appelle alors ordre strict sur E toute relation binaire sur F irréflexive et transitive.
1. Montrer que les relations d’ordre strictes sont antisymétriques.
2. Montrer que si < est une relation d’ordre sur F, alors l'ordre strict associé < est
une relation d’ordre stricte.
3. Réciproquement, si < une relation d’ordre stricte sur E, montrer que la relation
binaire < définie sur E par

Ve,ye B, z<y < z<youzxr=y

est une relation d’ordre sur E.
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= Exercice 8 eeco === QOrdre produit et ordre lexicographique
Soit E un ensemble et < une relation d’ordre sur E.

1. On définit une relation <y sur E x E en posant, pour tous (z,y), (¢/,y') € E x E,

(z,y) <x (@',y)) = az<a’ety<y.

a. Montrer que <« est une relation d’ordre. On appelle cet ordre 1’ordre produit
sur E x E (issu de X).
b. Montrer que si E posséde au moins deux éléments, <y n’est pas totale.
2. On définit une relation <jex sur E x E en posant, pour tous (z,y), (2',y’) € E x E,

(2,9) <iex (@',y) <= ax<2' ou (z=2"ety=<y).

a. Montrer que <ex est une relation d’ordre. On appelle cet ordre 1’ordre lezico-
graphique (pourquoi?) sur F x E (issu de <).
b. Montrer que si < est totale, alors <jex I’est aussi.

3. On considére ici N muni de son ordre usuel <.
Exprimer, pour tous (z1,%1), (z2,y2) € N2, inf{(z1, 1), (x2,y2)} pour l'ordre pro-
duit sur N2,

4. On se place désormais dans le cas o £ = R et out < est 'ordre usuel <.

Pour (z,y) € R?, représenter graphiquement '’ensemble des majorants de (x,%)
pour <yx et <jex.

——  Exercice 9 €000 mmm— Soit f : R — R une fonction. On définit une relation

<y sur R en posant, pour tous z,y € R,
v<py <= fly)—[fl2)=ly—a|

1. Montrer que <y est une relation d’ordre.

2. Montrer que <y est totale si et seulement si :
Vo,yeR, [f(y) = f(@)] = |y — x|

3. Quelle est la relation <iq, ?

= Exercice 10 €000 mmmm Soit F un ensemble et f : E — R une application
injective. On définit sur F une relation binaire < par :

= [fl@) <[

1. Montrer que < est une relation d’ordre sur E.
2. Cet ordre est-il total 7

<y
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m—  Exercice 11 €000 On définit sur N une relation < en posant, pour tous
z,y €N,
r<y <= y=az".

dn e N,

1. Montrer que < est une relation d’ordre. Cette relation est-elle totale 7

2. Soit A = {2,4,16}. Déterminer le plus grand et le plus petit éléments de A pour
cet ordre.

3. Soit B = {2,3}. B posséde-t-il des majorants? des minorants? un plus grand
élément 7 un plus petit élément 7

4. Soit D = {4,8}. Déterminer sup D et inf D.

—— Exercice 12 000 = On travaille dans Z(R) muni de la relation d’in-

1
clusion <. L’ensemble {[ ,n]} posséde-t-il un plus grand élément 7 une borne
n neN*

supérieure ?

= Exercice 13 0000 On munit N de la relation | de divisibilité.
L’ensemble {27} _ posséde-t-il un plus grand élément? un plus petit élément ? une
borne supérieure ? une borne inférieure ?

= Exercice 14 €000
Enoncer et démontrer I’analogue du théoréme 28 pour les bornes inférieures.
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