7 | Primitives et calcul intégral

Ce chapitre vise a renforcer votre pratique du calcul intégral au moyen de révisions ciblées et grace a une nouveauté :
le changement de variable. La construction de I'intégrale d’une fonction continue (par morceaux) sur un segment et
lessentiel des démonstrations des résultats de ce chapitre seront 'objet du chapitre 25.

Dans I’ensemble de ce chapitre, les lettres I et J désignent des intervalles de R contenant au moins deux points
et la lettre K désigne I'un des ensembles de nombres R ou C. Enfin, lorsque 1'on considérera le segment [a,b], il sera
sous-entendu que a < b.

Primitives

I8 Primitives d’une fonction sur un intervalle

Définition 1 — Primitive
Soit f : I — K une fonction. On appelle primitive de f sur I toute fonction de I dans K, dérivable sur I et
dont la dérivée est égale a f.

Remarque 2 Etant donné la caractérisation de la dérivée d’une fonction a valeurs complexes (théoréme 50 du chapitre
4), F est une primitives de f sur I si et seulement si Re(F’) et Im(F’) sont des primitives respectives de Re(f) et Im(f).

Exemple 3 -
e A connaitre par cceur! Pour tout « € C*, x — —— est UNE primitive de x — e** sur R.
«

e Application aux calculs des primitives sur R de x — e** cos(bzx) et  — e*® sin(bx), avec a,b € R.

—— Théoréme 4 — Existence et « unicité » a constante additive prés
(i) Toute fonction continue sur un INTERVALLE I admet des primitives sur 1.

(ii) Si F est UNE primitive d’une fonction f sur un INTERVALLE I, alors LES primitives de f sur I sont les
fonctions F' + A, A décrivant K.

En particulier, pour tous xg € I et yo € K, il existe une unique primitive de f prenant en x( la valeur .

Démonstration. Le point (i) est une conséquence directe du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (cf. théoréme
16). Pour le point (ii), remarquons qu’'une fonction dérivable G : I —> K est une primitive de f si et seulement si la fonction
G — F est de dérivée nulle sur 'intervalle I, i.e. si et seulement si elle est contante sur I. [ |

¥ ArTENTION ! ¥ Il n’existe jamais une seule primitive, on ne dit donc jamais « la » primitive mais UNE
primitive. Il peut ne pas en exister, mais s’il en existe, il en existe alors une infinité et elles sont toutes égales a
constante additive prés (sur un intervalle!).

Remarque 5 Le point (i) du théoréme précédent énonce que la continuité sur un intervalle est une condition
SUFFISANTE pour l’existence d’une primitive. Rien n’exclut a priori qu'une fonction discontinue sur un intervalle de R
puisse admettre des primitives (cf. exercice 7).

i) Calculs de primitives

Suite & ces préliminaires théoriques, il s’agit maintenant de calculer en pratique des primitives de fonctions usuelles.
Ces calculs reposent d’une part sur la connaissance du tableau des primitives des fonctions usuelles donné a ’annexe
A (a connaitre PAR CEUR!) et d’autre part sur le résultat de linéarité suivant

Si F' et G sont des primitives respectives de f et g sur un intervalle I, alors, pour tous A, p € K, AF' + uG
est une primitive de A\f + pg sur 1.

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI Année 2025-2026


https://www.fenelonsaintemarie.org

Primitives et calcul intégral

directement issu de la définition d’une primitive et de la linéarité de 'opération de dérivation sur les fonctions. En
revanche, contrairement a la somme, les régles de dérivation « alambiquées » pour le produit et le quotient font qu’il
N’existe PAS de régle de primitivation pour ces opérations. Il est par conséquent impératif d’apprendre & reconnaitre
les dérivées de fonctions composées pour lesquelles, rappelons la formule,

(vou) =u' x v ou. (1)

Autrement dit, v o u est une primitive du produit v’ x v’ o u. Ainsi, lorsque I'on cherche & primitiver une expression
de la forme v’ x v’ o u, il suffit de déterminer une primitive de v’, dans la mesure ol u s’impose 4 nous. Mentionnons
quelques cas trés courant dans ce contexte :

!/ v+ 1 ! !/
! U N u u /!, U’O(Jr . u :
u’ €™ se primitive en e, — en Inju|, w'u® en (o # —1), 5 en Arctanu, ——— en Arcsinu, etc.
u a+1 1+u 1 —u?
. . . F(azx +b) L . "
Si F' est une primitive de f, alors £ — —————= est une primitive de  — f(ax + b), pour tout (a,b) € R* x R.
a

Exemple 6

523 5
e Une primitive sur R de z — o est x — ix/x + 1.

Vat+1

1 1
e Une primitive sur R de x — ——— est x — — Arctan(2x).
P 122 + 1 2 (22)
%, En pratique %  Primitivation des fractions rationnelles x —r ———————.
ax? + bx + ¢
La stratégie différe selon le signe du discriminant A du trinéme ax? 4 bz + ¢, ot a,b,c € R avec a # 0.
1 -1
e SiA=0, & —> —————— se primitive en z — sur |—oo, zo[ ou Jxg , +00[.
a(z — xg)? a(x — o)
. 1 1 1 1 o
e Si A >0, T — = — , avec x1 < T, se primitive en
a(x —x1)(z — x2) alx; —xa)\x—21 T —1I9
1
r+— ———(In|z — 21| — In|x — z5|) sur |—o0, 21|, |x1,2z2| ou |zo, +00].
a(zl—zg)( | | — In] ) sur ] [ ] [ou] [
e Si A <0, le dénominateur ne s’annule pas sur R et on écrit le trindme sous forme canonique a(z + «)? + 3, oil
b A
o= et § = —— > 0. On fait alors apparaitre la dérivée de la fonction arctangente pour primitiver sur R. Il

est alors utile de savoir que

1 T C 1
Pour tout a@ > 0, z — — Arctan — est une primitive de z — ——— sur R.
a a a‘+x
. 2 6z — -
Exemple 7 La fonction x —> ——— admet £ —> ——— Arctan ——— pour primitive sur R.

322 —z+1 V11 V11

% En pratique % Primitivation par linéarisation. La linéarisation des expressions trigonométriques (produit de
sinus et cosinus) permet de les primitiver.

r  sin(2x
Exemple 8 Une primitive sur R de cos? est 2 — 5 + El )

1 1
Exemple 9 Une primitive sur R de & — sin® x cos(4x) est z — ~%1 sin(6z) + 3 sin(4z) — 3 sin(2x)

Remarque 10 — Recommandation finale. Puisque primitiver une fonction consiste souvent en l'opération inverse
de celle de dérivation, ce qui s’avére moins naturel, il est vivement recommandé lorsque ’on a déterminé une primitive
F d’une fonction f de vérifier son calcul en s’assurant que F’ = f, autrement dit en dérivant la primitive trouvée F,
dont la dérivée doit étre f.

Remarque 11 Ce paragraphe suggére que la question du calcul explicite des primitives est bien plus complexe que

celle pour les dérivées. Mentionnons que I’on peut montrer (au prix d’efforts conséquents!) qu’il est impossible d’écrire
au moyen des fonctions usuelles les primitives de la fonction x — (%"727 fonction pourtant relativement simple.
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Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Avant d’entrer dans le vif du sujet, donnons un nom aux fonctions dérivables dont la dérivée est continue.

— Définition 12 — Fonction de classe %1

Une fonction f : I —> K est dite de classe €' sur I lorsqu’elle est dérivable sur I et lorsque sa dérivée f’ est
continue sur I. On note 4’1 (I,KK) I'ensemble des fonctions de classe € sur I a valeurs dans K.

Exemple 13
o Toute primitive d’une fonction continue est de classe €', puisque sa dérivée est justement continue, par définition.

e Les fonctions deux fois dérivables sont de classe €*. Autrement dit, 22(I,K) < ¢1(I,K). Ainsi, les fonctions
usuelles du chapitre 5, qui sont indéfiniment dérivables sur leur ensemble de dérivabilité, y sont de classe €.

Notion intuitive d’intégrale d’une fonction sur un segment *

L’intégrale d’une fonction continue f sur une segment [a,b] a valeurs rélles est définie
intuitivement comme ’aire ALGEBRIQUE de la surface délimitée par la courbe de f, ce
qui veut dire que les portions de la courbe situées sous ’axe des abscisses contribuent {7
négativement au calcul de laire : / a

[a,b]
ou &7 est l'aire de la surface délimitée par la courbe de f et 'axe des abscisses. Il reste toutefois & préciser comment
s’obtient une telle aire... (cf. chapitre 25 pour une construction de l'intégrale).

b f sia<b
Notation 14 Soit f € ¢(I,R) et a,b e I. On note / f(x)dx le réel lab]
a — f sia>b.
[b,a]

—— Deéfinition 15 — Intégrale d’une fonction continue a valeurs complexes

Soit f € €(I,C) et a,be I. On appelle intégrale de f entre a et b le complexe

/f dx—/ Re(f d:v—f—z/ablm(f(x))dx.

% En pratique % Pour justifier qu’une intégrale / f(z) dx est correctement définie, il suffit de vérifier que 'inté-

grande f est continue sur le segment d’extrémité a et b.

Lien avec les primitives

Une définition de I'intégrale d’une fonction continue (par morceaux) sur un segment sera donnée au chapitre 25.
Nous serons alors en mesure de prouver le théoréme suivant, qualifié de « fondamental » dans la mesure ou il établit
un lien entre des notions apparemment totalement étrangeéres : celle d’intégrale (liée & un calcul d’aire) et celle de
primitive (liée a la dérivation, i.e. des limites de taux d’accroissement).

—— Théoréme 16 — Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral

x
Soit f € €(I,K) et a € I. La fonction z — / f(t) dt est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.
a
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Notons F la fonction z — / f(t)dt et donnons une idée de la preuve. Sur y = f(z)

a
la figure ci-contre, laire algébrique coloriée & gauche vaut ; R
Lo 5
|
! |

z+h
/ f(t)dt = F(x + h) — F(x). ' 2"z 4+h e

Or, si h est petit, sachant que f est CONTINUE en x, on peut considérer que f est approximativement égale a f(x) sur
tout le segment [,z + h], et on peut donc approcher I'aire colorée & gauche par aire du rectangle colorée a droite,
qui vaut hf(x). Ainsi,

Ple+h)~F@)~hf@@) e lim F(“h;_F(x)

= f(x).

Le résultat suivant, conséquence importante du théoréme fondamental, permet de ramener le calcul des intégrales
a celui des primitives.

—— Corollaire 17

b
Soit f € €(I,K) et a,be I. Si F est une primitive de f sur I, alors / f(z)dz = F(b) — F(a).

Démonstration. Soit F une primitive de f sur I et Fy 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a (théoréme 16). Il existe
alors k € K tel que F' = F, + k sur I (théoréme 4), ainsi

/ f(@)dz = Fu(b) = Fa(b) — Fa(a) = Fa(b) + k — (Fa(a) + k) = F(b) — F(a).

Notation 18

e Dans un calcul d’intégrale, on note [F(m)]z (ou [F(x)]z:l;) la différence de la fonction F' entre a et b. On écrit
ainsi, avec les notations du corollaire précédent,

[ f@ e = (F@L, = FO) - Fla),

xr
e Lorsque f est une fonction continue, on pourra noter avec une intégrale sans borne inférieure / f(t)dt une

primitive quelconque de f sur un intervalle. Ainsi, avec les notations du théoréme précédent, on a

/w ft)dt = /j f@)dt + Ce.

2 -2
Exemple 19 / sintdt = [~ cost]2™ = —cos(27) + cos(0) = 0 et / 3z%dx = [333]1_2 =(-2)3—13 = 9.
0 1

1 a+1 7e=1
R x 1
Exemple 20 — A retenir! Pour tout a € Ry, x — 2 est continue sur [0,1] et / % dx = =—.
0 a+l], _, a+l
, . o 1
Exemple 21 Déterminons, pour tout (a,b) € R x R* une primitive de x — Py pr ) sur R.
x—(a+1
—— Corollaire 22
b
Si f e ¢'(1,K), alors, pour tous a,be I, on a f(b) = f(a) = / f/(t)dt.

a

Démonstration. Puisque f € €'(I,K), il vient f' € €(I,K) et f est une primitive de f’ sur I. [ ]

Le théoréme fondamental permet aussi de dériver les fonctions définies par une intégrale dépendant de ses bornes.
$2
2
Exemple 23 La fonction définie par H(z) = / e~ dt est dérivable sur R et, pour z € R, H'(z) = 2z e —em’,

xT
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B(z)
2 En pratique = Face & une fonction de la forme ¢ : © — f(t)dt, avec f e €(I,K) et o, 3 € I, on pensera
a(x)
a écrire p sous la forme p(z) = F(B(x)) — F(a(x)), pour x € J, avec F une primitive de f sur I.

Propriétés de I'intégrale d’une fonction continue

—— Théoréme 24 — Propriétés de I'intégrale d’une fonction continue
Soit f,g€ €(I,K) et a,b,ce I.

b b b
(i) Linéarité. Pour tous A, u € K, / (Af(z) + pg(z))da = )\/ f(z)dz + ,u/ g(x)dx.

(ii) Relation de Chasles. /Cf(x) dz = /b f(z)dz + /bC f(z)dz.

/ ' fla) x| < / (@) da.

Les propriétés suivantes ne concernent que les fonctions a valeurs REELLES !

(iii) Inégalité triangulaire. Si a < b, alors

b
(iv) Positivité. Sif>=0etsia<b,alors / f(z)dz = 0.

b b
(v) Croissance. Si f<getsia<b,alors / fz)dx < / g(x) da.
a a
(vi) Positivité stricte. Si f est strictement positive, sauf éventuellement en un nombre fini de points, et si
b
a < b, alors / f(z)dz > 0.
a

(vii) Nullité avec signe constant. Si f est CONTINUE et de signe CONSTANT sur [a,b], avec a # b, et si

b
/ f(z)dx =0, alors f est nulle sur [a,b].

b
¥ ArTENTION ! ¥ Pour toutes les propriétés liant intégrale et inégalité, les bornes a et b de l'intégrale /
a

doivent étre ordonnées : a < b.

Remarque 25
e L’opération d’intégration est linéaire & I'instar de celles de dérivation et de primitivation.

e Larelation de Chasles concernant les bornes des intégrales est ’analogue de celle pour les extrémités des vecteurs :

AC = AB + BC.
o (v) équivaut a (iv) par linéarité.

e En supposant f positive, la contraposée de (vii) correspond a (vi).

% En pratique & La relation de Chasles permet notamment de découper les intégrales afin de gérer des questions
de signe.

1 0 1 0 1 221° 221" 5
Exemple 26 / |x| dz = / |z| dz +/ |z|dx = / —zxdx +/ rdr = —[] + [] =_.
—2 —2 0 -2 0 2], 2], 2

% En pratique ®  La croissance de l'intégrale permet notamment d’encadrer la valeur d’une intégrale de fonction a
valeurs réelles a priori, i.e. sans la calculer explicitement, en encadrant la fonction intégrée, et d’établir la monotonie
de fonctions & valeurs réelles définies via des intégrales.

ol
1+t

3 1
Exemple 27 3 < / eg["2 dr < 3¢°. Exemple 28 La fonction x — / dt est décroissante sur R .
0 0
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223 Intégration par parties

Ce paragraphe et le suivant introduisent deux autres techniques fondamentales pour le calcul de primitives.

—— Théoréme 29 — Formule d’intégration par parties (IPP)

Soit u,v € €' (I,K). On a alors, pour tous a,b € I,

Démonstration. Cette formule découle essentiellement de la régle de dérivation d’un produit. En effet, puisque u et v sont de
classe €, les fonctions (uwv)’, u'v et uv’ sont continues sur I (par opérations) et, par linéarité de l'intégrale,

/ab o' (z)v(z) de + /ab w(z)v' (z)de = /ab (v (z)v(z) + u(x)v'(z)) do = /b(uv)'(az) dz = [uv]’.

@ ]
% En pratique ®  La formule d’intégration par parties est notamment utilisée :

e pour éliminer une fonction « transcendante » dont la dérivée est plus simple, e.g. In, Arcsin, Arctan, etc. ;

e pour calculer une intégrale par récurrence.

1/2 1 1
Exemple 30 / Arcsinzdz = s + @ -1 et / et dt = =.
0 12 2 0 2

Remarque 31 Dans un calcul de primitive, la formule d’intégration par parties sur un intervalle s’écrit

/ o (£)o(t) dt = u(z)o(z) — / Wt (2) dt.
Exemple 32 — Retrouver une primitive de In. Les fonction u : t — t et v : t — Int sont de classe €' sur R%,

ainsi, par intégration par parties,

xT xT 1 €T
/lntdt:xlnx—/ tx;dt:mlnx—/ dt = zlnz — z + Ct.

»#:1 Changement de variable

—— Théoréme 33 — Changement de variable
Soit f € €(I,K) et p € €1(J,R) telle que ¢(J) = I. On a alors, pour tous a,b € J,

©(b) b
/ f(z)de = / Flo(t)!(t) .
w(a) a

Démonstration. Continue, f posséde une primitive F' de classe €* sur I, et, comme ¢ est de classe €' sur J et a valeurs dans
I, la fonction F o ¢ est de classe € sur J, par opérations. Ainsi, en vertu du corollaire 22,

b »(b)
/ Fle®)¢' (t) dt = [F o p(t)]; = F(p(b)) — Fp(a)) = [F(2)]5(7) = / ., J@a
a p(a [ ]

La démarche suivante permet de retrouver rapidement, mais sans rigueur, la formule de changement de variable :

e on part de x = p(t) (c’est le changement de variable) ;

x
e ensuite on « dérive selon ¢ » : i ¢'(t), ce que Pon rééerit dao = ¢ (¢) dt;

¢ on multiplie ensuite par f(z) = f(¢(t)) : f(x)dx = f(e(t))¢'(t)dt;
e on intégre enfin : tandis que ¢ varie de a & b, = (t) varie de (a) & p(b).
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Remarque 34

e La formule de changement de variable n’est rien d’autre que la formule de dérivation d’une fonction composée
lue a I'envers.

o Il n’est pas nécessaire que ¢ soit strictement monotone sur [a, b], mais le cas échéant le changement de variable
x = ¢(t) équivaut a t = ¢~1(z), puisque ¢ est alors bijective (théoréme de la bijection continue).

e Dans un calcul de primitive sur un intervalle, la formule de changement de variable s’écrit

z ()
| rewypwa= [

De la droite vers la gauche. On utilise la formule de changement de variable de la droite vers la gauche lorsque
Pon reconnait une intégrande de la forme (f o )¢’

®  sindt us . .
Exemple 35 J = ————dt == —1 via le changement de variable x = cost.
o l4cos?t 2
Z  sin®t
En effet, pour calculer J = / ——————d¢, on écrit
o 1+cos?t

T sint 31— cos?t
J=/ LQSintdt=—/ &cos/tdt,
o 1+cos?t o 1+cos?t

2

%. Or la fonction cos est de classe €* sur [0,7/2] d’'image [0,1] et la
x

fonction f est continue sur [0,1]. Ainsi, le changement de variable = = cost dans J méne &

3 1—cos®t cos(m/2) | _ 42 0 2 0o
J:_/(; mcostdt:_/c. 1+x2dm:_/1 W_l dflﬂ':_[ZArCtanx_fE]lzg_l.

ce qui permet d’identifier ¢ = cos et f : z —

os 0

De la gauche vers la droite. On utilise le changement de variable de la gauche vers la droite pour en simplifier
Iintégrande, typiquement pour faire disparaitre un radical.

dz (1+\/§
=2
x++/z 2

d
En effet, le changement de variable u = y/z équivaut ici & x = u?, pour lequel : d—z = 2u, soit dr =2udu, puis

2
Exemple 36 / ) via le changement de variable u = /.
1

dr 2udu _ 2du
r+r ultu  u+l’

Puisque u —> u? est de classe €' sur [1 , \/ﬂ a valeurs dans [1,2] et z —> est continue sur [1,2], le changement de

1
T+ 4T

variable z = u? méne alors a

v v vz
/ dz / 2udu :/ 2du = 21 + uf]Y* = 2(in[1 + V3] ~ nj2) :2111(”*/5).
1 1 1

2 m+\/5: u? +u u+1 2

1
Exemple 37 / V1—2x2dx = g via le changement de variable x = sin .
-1

. . 1 . 5. . . )
En effet, la fonction sin est de classe ¢ sur [—7/2,7/2] d’image [—1, 1] et la fonction  — /1 — x Y

est continue sur [—1,1], ainsi le changement de variable z = sin§ méne a : /\

1 /2 /2 /2
/ V1—2z2dz = A/1—sin% 0 cosdd = / |cosf|cos6df = / cos”0de. .. Demi-disque _/‘ -
1 —n/2 —m/2 020 J /2 d’aire /2 !
2 X
1 [ 1 sin(20) 1™ ™
== 1 20))do = = —_— =_.
3 /77#2( + cos(26)) 5 (77 + [ 5 o 3
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Exemple 38 Déterminons une primitive de & — +/1 — 22 sur [—1, 1] via le changement de variable x = sin 6.

En effet, on va s’intéresser a l'intégrale / V1 —z2dz, avec u € [—1,1], ot pour faire le changement de variable z = sin#, il

faudra pouvoir exprimer la nouvelle borne en fonction de u, ce qui exige un changement de variable bijectif. On restreint alors

6 a lintervalle [fg , g], de telle sorte que # = Arcsinz. A nouveau, la fonction sin est de classe €' sur [—7/2,7/2] d’image

[—1,1] et la fonction  — 4/1 — 22 est continue sur [—1,1], ainsi, pour tout u € [—1,1],

u Arcsin u Arcsinu Arcsinu
—xr°dr = — sin” U cos = COs = —= + cos A
/ V1—22d v/1 —sin? @ cos 6 do / >0do 1/ (1 (26)) do

cos=0 2

3 = i(Arcsinu + sin(Arcsin u) cos(Arcsinu)) + C* . ..

1 1
e (Arcsinu + u4/1 — sin?(Arcsin u)) +C* = 5 (Arcsinu +uvl-— u2) +C'

1
Remarque : bien que somme de deux fonctions non dérivables en —1 et 1, la somme u —> 5 (Arcsinu + uyv1— u2) est dérivable

_ % (Arcsinu N sin(2 Arcsin u)> Lot 1

sur [=1,1] en tant que primitive sur cet intervalle de la fonction continue x —> /1 — z2.

Changement de variable affine Un changement de variable affine permet souvent, sans aucun calcul d’intégrale,
de prouver des propriétés graphiquement évidente. Un tel changement de variable peut étre directement mis en ceuvre,
sans avoir & rappeler les hypothéses de régularité du cas général.

—— Théoréme 39 — Intégrale d’une fonction paire/impaire/périodique
(i) Soit a =0et f e €([—a,a],K).

Si f est paire, alors fit)dt = 2/ f(¢)dt, etsi f est impaire, alors f(t)de = 0.
—a 0 a

a+T T
(ii) Si f € ¥(R,K) est T-périodique, alors, pour tout a € R, / f@)dt = / f@)dte.
a 0

Démonstration.
(i) Le changement de variable affine x = —t donne
0 0 a
Fz)dz — —/ F(—t)dt / F(—t)dt
—a a 0
et le résultat escompté selon la parité de f.

(ii) Le changement de variable affine x = ¢t + T donne

/HTf(x) dz — /Oaf(t +T)dt = /Oaf(t) dt,

T

ainsi, d’aprés la relation de Chasles,

/aa+T flx)da = /aT flz)dx + /a+T flx)dx = /aT flz)dx + /Oa flx)dz = /OTf(x)d:c.

T

S En pratique %

e Le changement de variable affine © = a + (b— a)v permet de transformer une intégrale sur [a,b] en une intégrale
sur [0,1] :

b 1
/f(u)du:(b—a)/(; fla+ (b—a)v)dv.

e Un changement de variable affine peut aussi étre mis en ceuvre pour faire passer un parameétre dans une intégrale
de l'intégrande aux bornes de celle-ci (cf. exemple ci-apres).

Exemple 40 Soit f € €(R.,R).

1
—h
La fonction h : z — / f(zt)dt est de classe €' sur R¥ et, pour tout z € R* , h'(z) = M
0 x
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Primitives et calcul intégral n‘

Compétences a acqueérir

e Calculs de primitives/d’intégrales :

X via les primitives usuelles : exercices 1, 4, 8, 9 et 12;
de fractions rationnelles : exercices 2 et 10;
par passage a ’exponentielle complexe : exercice 3 ;

X
X
X par linéarisation d’expressions trigonométriques : exercice 11;
X

par IPP : exercices 19 & 21
x par changement de variable : exercices 26 a 29.
e Etude de fonctions définies par une intégrale : exercices 14 & 18.

¢ Utilisation de l'intégration par partie : exercices 22 & 26.

Quelques résultats classiques :

o Intégrales de Wallis (exercice 23) : il est inutile de connaitre les résultats de cet exercice, en revanche ce théme
est trés classique aux concours.

e Une fonction dérivable de dérivée non continue (exercice 7).
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Primitives et calcul intégral

Table des primitives usuelles

Le tableau ci-aprés des primitives usuelles s’obtient essentiellement en lisant « & I’envers » le tableau des dérivées

des fonctions usuelles.

Fonction f UNE primitive Intervalles maximaux de validité
1 a € C (constante) ax R
R siaeN
o ) xa+1 ]
2 % (a#-1) T ]—0,0[ ou 0,4+ siaeZ_
10, +oof sinon
1
3 - In|z| 10, +00o[ ou |—o0, 0]
4 e’ e’ R
eCl{(L‘
5 e (aeC¥) R
@
6 Inz zlnx —z 10, +oof
7 sin x —Ccosx R
8 cos T sin x R
9 tanx — In|cos z| }*g,g[+kﬂ'7 avec k€ Z
10 Lzlthaan tan x }fz,z[Jrkﬂ,aveckeZ
cos? 272
11 shz chx R
12 chx shz R
13 thz In(ch z) R
1 2
14 s— =1—th"z thz R
ch“z
1
15 Arctanz R
1+ a2
1 % 1 T
16 m ((1 eR ) a Arctan E R
17 _ Arcsinz 1-1,1[
V1—22 ’
18 1 (a € R*) Arcsin — 1-lal,]al[
a? — z? |al

Remarque 41

e Les intervalles de la ligne 2 sont évidemment liés & ’ensemble de définition de la fonction puissance r — z¢,
qui dépend de la nature de a.

1
e La valeur absolue présente pour une primitive de x — — ou de tan, aux lignes 3 et 9, indique qu’il faut étre

x
vigilant quant au signe lorsque I'on primitive les fonctions inverse et tangente.
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