6 Nombres complexes

L’ensemble C des nombres complexes

1 Deéfinition

—— Définition-théoréme 1 — Ensemble des nombres complexes, forme algébrique, parties réelle/imaginaire —

e On admet! qu'il existe un ensemble de nombres, noté C, qui contient I’ensemble des nombres réels R et vérifie
les propriétés suivantes :

x C contient un nombre i tel que i = —1.

x Tout élément z de C, appelé nombre complexe, s’écrit d’une et une seule maniére sous la forme dite
algébrique z = a + ib, o a,b € R. Le réel a est appelé la partie réelle de z et noté Re(z), le réel b est
appelé la partie imaginaire de z et noté Im(z).

e Les réels sont exactement les nombres complexes de partie imaginaire nulle. Enfin, un nombre complexe de
partie réelle nulle est dit imaginaire pur. L’ensemble des nombres complexes imaginaires purs est noté iR.

Exemple 2 Pour le nombre complexe z = 12 — 4i, Re(z) =12 et Im(z) = —4.

% En pratique & L’unicité de la forme algébrique d’un nombre complexe est utilisée fréquemment pour des
identifications. Elle permet, face a une égalité a + ib = a’ + ib’, d’écrire a = o’ et b = b’. En résumé :

UNE égalité .  DEUX égalités
de nombres complexes de nombres réels

Définition-théoréme 3 — Opérations dans C
L’ensemble C est muni d’une opération d’addition et d’une opération de multiplication qui généralisent celles que
nous connaissons sur R. Précisément, pour tous nombres complexes z = a + ib et 2’ = a’ + b’ donnés sous forme
algébrique :

z+2 =(a+d)+i(b+ 1) et 22" = (aa' — bb') + i(ab’ + ba’),

ce qui signifie que ‘ Re(z + 2') = Re(z) + Re(?'), Im(z + 2’) = Im(z) + Im(2’),

Re(z2') = Re(z) Re(2') — Im(z) Im(2’) et Im(z2') = Re(z) Im(2") + Re(2’) Im(2).

1 1 a b
Enfin, pour tout z = a + ib € C* - = = —4 )
P ’ z a4+1ib a2+ b2 a? + b2

Les opérations dans C obéissent aux mémes régles de calcul que dans R : ’addition et la multiplication sont associatives
et commutatives et la multiplication est distributive par rapport a ’addition. En outre, tout nombre complexe non
nul est inversible et, de ce fait, on dispose de la propriété classique (intégrité) : «zz' =0 = z2=0o0u 2 =0y».

En général : Re(zz') # Re(z) Re(2’) et Im(zz') # Im(z) Im(2).

! ; . ez :
¥ Arrention ! % En particulier : Re(2?) # Re(2)? et Im(2?) # Im(z)2.

En revanche, VaeR, VzeC, Re(az)=aRe(z) et Im(az)=alm(z). ‘

t un imacinai . 14+i (1+4)% 1+2i—1
€St un 1maginalre pur, puisque - = = = 1.
1—i & pur, puIsque - 7 = e 2

t. Nous reviendrons sur la construction du corps des nombres complexes au chapitre 12.

Exemple 4 L’inverse de i est —i.
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¥ ArTENTION ! 8 ‘ LES INEGALITES N’ONT AUCUN SENS DANS C.

Il s’agit 1a d’une différence essentielle entre R et C. En outre, pour z € C, lorsque 22 € R, on peut avoir 22 < 0! Par
exemple, 12 = —1.

Remarque 5 1l existe des relations d’ordre totales sur R?, auquel s’identifie « ensemblistement » C, e.g. 'ordre
lexicographique (cf. chapitre 10). Toutefois aucune de ces relations d’ordre n’est compatible avec la structure opératoire
de C. En effet, pour une telle relation >, tout carré devant étre positif, on devrait avoir i2 > 0 et 1 > 0, d’ott 1 +42 > 0,
ce qui est exclu.

—— Définition 6 — Affixe, image

On munit le plan R? d’un repére orthonormé direct (O, i J)

est appelé l'image de z tandis que z est appelé 'affize de M. On dit aussi que
z est Vaffizre du vecteur OM de coordonnées (x,y).

_________ .,Z
e Soit z = x + iy € C, avec z,y € R. Le point M du plan de coordonnées (z,y)
j
0]
¢ Régles de calcul sur les affixes :

x Pour tous vecteurs 4 et ¥ du plan d’affixes respectives u et v et pour tous scalaires A, u € R, le vecteur
A+ pv a pour affixe Au + pwv.
x Pour tous points A et B du plan d’affixes respectives a et b, le vecteur AB a pour affixe b — a.

Au fond, les notions de point, vecteur, coordonnées et nombre complexe sont équivalentes. En pratique, on s’au-
torisera parfois a confondre ces objets et ainsi & assimiler C au plan usuel muni d’un repére orthonormé direct — on
parle de plan complexe. On verra au paragraphe 3 que cette interprétation des nombres complexes comme points ou
vecteurs du plan sera particuliérement féconde.

_|_ /
Exemple 7 Pour tous z, 2’ € C, le milieu du segment joignant z et z’ a pour affixe : 5 -,
W4 Conjugué et module d’un nombre complexe
Définition 8 — Conjugué, module
Soit z € C. A -
o _ ) Im(z) [---<----5 2
e On appelle conjugué de z le nombre complexe Z = Re(z) — ¢ Im(z). \#\ \
e On appelle module de z le réel positif ou nul |z| = v/Re(2)? + Im(z)2. —
Le module de z s’interpréte comme la distance du point d’affixe z & 'origine ! Re(2)
du repére. —Im(2) |--------- 4
z
Exemple 9 2—21=2+2i, 4di=—4i et 2=2. |1+ 2] = /12 + 22 = /5.
Remarque 10
e Module et valeur absolue coincident sur R, puisque, pour tout x € R, |z| = V2, ce qui garantit que cette

notation commune n’est pas source d’ambiguité.

e De par sa définition, le module |z| s’interpréte comme la norme du vecteur d’affixe z. Ainsi, pour tous a,b e C

d’images A, B, le module |a — b| n’est autre que la distance AB. Il en découle que, PN
”
pour tout r > 0, i / 1
\ a 1
x Pensemble {z € C | |z — a| = r} est le cercle de centre a et de rayon r; . ’
o Cercle
x Pensemble {z € C | |z — a| < r} est le disque fermé de centre a et de rayon r; Disque Disque
ouvert fermé

x Pensemble {z € C | |z — a| < r} est le disque ouvert de centre a et de rayon r.
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Théoréme 11 — Propriétés du conjugué
Pour tous 2,2’ € C et n € N,
. 2+ 7z .. z—Z oy —
(i) Re(z) = . (ii) Im(z) = —. (iii) z = =.
2 24

(iv) zeR — z=7. (V) zeiR < 2= -Z.
(.)7_’_/_7_’_7, (..)ﬁ_fxfl (...) . /7é0 i _z ()—n_fn

Vi) 24+ 2 =Z2+7. vii) 22/ =%Z x 2. viii) si z 7)) =7 ix) 2" =2".

Démonstration. Exercices (il suffit d’écrire z et 2’ sous forme algébrique). [ |

Remarque 12
e Le point (iii) du théoréme précédent indique que z — Z est une involution (donc une bijection) de C.

e Les points (vi) & (ix) expriment que le conjugué d’une somme (resp. d’un produit, d’un quotient, d’une puissance)
est la somme (resp. le produit, le quotient, la puissance) des conjugués.

e La propriété (ix) reste valable pour n € Z_ lorsque z # 0.

N\ 2 —\ 2 AN
I 1 . 1
Exemple 13 (3 +4)(5 — 81) = 3+ ix5 — 8i = (3—4)(5+8i) = 23+19i et (Hz) :(Hz) :(JZ) — 1.

n
Exemple 14 Soit n € N, ag,...,a, € R et P la fonction polynomiale définie sur C par z — Z a,z*. Pour tout
k=0

ze€C,ona P(z) = P(z).

—— Théoréme 15 — Propriétés du module

Pour tous 2,2’ € C et n € N,

o Propriétés algébriques. IZ| = |-z = |2], Z=1z°,  |zl=0 < z=0.
n , 2| _ Il
|22'| = |2| x |7/, |2"] = |2] et siz'#0, |5|= 2
o Propriétés géométriques. Re(z) < |Re(2)| < |7 et Im(z) < [Im(2)] < |#].

\
2
Inégalité triangulaire : |z + 2'| < |2]|+]7/], généralisée :  ||z|—|2'|| < [z + 2| < |2]+]7], A'
(*)

ol (*) est une égalité si et seulement si z et 2’ sont, comme vecteurs, colinéaires DE MEME SENS. %

Démonstration. ... ™

T — 1y

. En pratique ©.  La relation 2z = |z|* permet de calculer I'inverse de z = z + iy € C* : 5 T
22 +y

ISE
N

N

. . . . 1—i| [1—i 2
E le16 |(3 5—-8i) =13 5 — 8i| = v/104/89 = /890 t = =— =1
semple 16, [(3-+0)(5 8] = |3+ x 5 81 = VIOVEI = V890 v 1ot o2
. ) . 2z —1 ) 2z — 1
Exercice 17 Déterminer les complexes z pour lesquels 5 eR puis 9| = 1.
z—2i — 24

R. Basson - Lycée Fénelon Sainte-Marie 3


https://www.fenelonsaintemarie.org

MPSI Nombres complexes 2026—2027

Résolution de I'équation du second degré

Résolution dans C de I'équation du second degré a coefficients réels

Rappelons la résolution bien connue de I’équation du second degré a coefficients réels.

—— Théoréeme 18 — Résolution de I'équation aX? + bX +¢ =0
Soit a, b, ¢ trois réels avec a non nul.
e On appelle discriminant du trinéme du second degré aX? + bX + cle réel A = b? — 4ac.
e Le signe de ce dernier dicte le nombre et la nature des solutions de 1'équation (E) : aX? + bX + ¢ = 0.
Précisément :
. ’s . . ) . -bE VA
x si A > 0, Péquation (E) admet deux racines réelles distinctes Ty = o
a
b
x si A = 0, Péquation (E) admet une racine double réelle To =~
a
—b+iv-A
x si A < 0, 'équation (F) admet deux racines complexes distinctes conjuguées Ty = _27
a
Principe de démonstration. 1l suffit d’écrire aX? 4+ bX + ¢ sous forme canonique. [ |

% En pratique % La factorisation du trindme du second degré se déduit évidemment de la résolution de I’équation
du second degré associée. Précisément, si 4 sont les deux racines (peut-étre égales) dans C de aX? + bX + ¢, alors

aX?+bX +ec=a(X —z ) (X —z_).
Exemple 19 Les deux solutions de 'équation X2 + X + 1 = 0 sont complexes conjuguées égales a =1+iv3

2
X2 4 X+ 1= (X - =58 (x - =158,

En effet, le discriminant de cette équation est A =12 —4x 1x 1= -3 < 0.

, ainsi

Résolution dans C de I'équation du second degré a coefficients complexes

Généralisons les résultats du paragraphe précédent au cas des équations du second degré & coefficients complexes
et commengons pour cela par nous intéresser auX racines carrées d’un nombre complexe.

—— Théoréme 20 — RacineS carrées d’un nombre complexe non nul

2

Pour tout z € C*, I’équation w* = z, d’inconnue w € C, posséde exactement DEUX solutions opposées, appelées

les racines carrées de z.

Dans ’énoncé z est choisi non nul puisque I’équation w? = 0, d’inconnue w € C, ne posséde évidemment qu’une
solution, & savoir 0.

Démonstration. Ecrivons z sous forme algébrique z = x + iy et donnons-nous w = a + ib € C sous forme algébrique. Le ressort
de la preuve est donné par 1’équivalence, a priori idiote, w? =2z <« (w2 =zet |w|2 = |z\) On dispose alors des équivalences

2 2
W=z = W=zetwf=|y = {a b= et a® +b> = /22 + g2

2ab =y
9 T+ 2?4 y? —z 4+ 4/x? + y?

2

— a=— " b =—"T""" e 22ab=y.

2 ’ 2 Y
On tire alors aisément a et b AU SIGNE PRizs de ces relations sur a? et b? et I'égalité 2ab = y permet quant & elle de savoir si a
et b sont de méme signe ou de signes opposés. On obtient finalement deux racines carrées w = a + ib distinctes de z, opposées
I'une de l'autre. |

® ArrenTioN ! & La notation y/z est rigoureusement INTERDITE pour z € C\R, .

Cette interdiction provient de notre incapacité a choisir! En effet, tout nombre complexe non nul a DEUX racines
carrées distinctes qui se valent I'une 'autre. Il n’y a que dans le cas réel positif ot I’on sait choisir, puisque les deux
racines carrées d’un réel positif x sont alors toutes les deux réelles, I'une positive, I'autre négative, et on choisit de
noter y/z la premiére.
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% En pratique %  La démonstration du théoréme précédent est constructive et permet d’obtenir les deux racines
carrées d’'un nombre complexe non nul. En pratique, on retiendra ’équivalence suivante, ot a,b € R et z € C,

a? — b? = Re(2)
(a+ib)? =2 2ab = Im(z)
a® + b2 = |2|.

Exemple 21 Les racines carrées de 24 + 10i sont (5 + ).

Exemple 22 Si z € R*, ces deux racines carrées sont +4/z. Si z € R* | ces deux racines carrées sont +i4/—z.

Nous sommes & présent capables de résoudre TOUTES les équations du second degré a COEFFICIENTS COMPLEXES.

—— Théoréme 23 — Equation du second degré a coefficients complexes
Soit a, b, c e C avec a # 0.

e Résolution. Les deux solutions (comptées avec multiplicité) de I'équation az?+bz+c = 0 sont les complexes
—b+td

2a
e Factorisation du trinéme associé. Pour tout z€ C, az?+bz+c=a(z—2;)(z —2_).

Zy = , ot § est 'une quelconque des deux racines carrées du discriminant b — 4ac.

. . c
e Somme et produit des racines. z, +z_ =—— et zyz_=-—.
a a
Principe de démonstration. Comme dans le cas réel, il suffit de mettre ’expression az® + bz + ¢ sous forme canonique. [ |

Exemple 24 Les solutions de I'équation 2% — (3 + i)z + 2 + i = 0, d’inconnue z € C, sont 1 et 2 + 4.

—— Théoréme 25 — Systéme somme-produit

Soit a, b € C. Les couples solutions du systéme somme-produit { i;__y b: “

a partir des deux solutions (éventuellement égales) de I'équation X2 —aX + b = 0.

, d’inconnues (x,y) € C?, s’obtiennent

Principe de démonstration. 1l suffit de remarquer que (X —z)(X —y) = X2 — (z + )X + xy. [

r+y=3+1

9. 2 . .
cy—2+i d’inconnues (z,y) € C2, sont les couples (1,2 +1i) et (2+14,1).

Exemple 26 Les solutions du systéme {

En effet, les solutions du systéme en jeu sont liées aux racines du trinéme X2 — (3 4 §)X + 2 + 4, calculées a l'exemple
précédent.

Autour de I'exponentielle complexe

Nombres complexes de module 1

—— Définition 27 — Ensemble U des nombres complexes de module 1

On note U le sous-ensemble {z € C | |z| = 1} de C des nombres complexes de module 1, qui s’identifie géométri-
quement au cercle trigonométrique de centre 0 et de rayon 1.

—— Définition 28 — Exponentielle imaginaire

Pour tout f € R, on appelle exponentielle imaginaire du réel 8, notée e, le nombre complexe  e* = cosf+isin 6.
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La notation e, qui cache un cosinus et un sinus, n’est qu’une
NOTATION (en 1’état de nos connaissances). Le complexe e? n’est pas
« e ala puissance i », ce qui n’a aucun sens. Le choix de cette notation
se justifie par le comportement similaire & une exponentielle classique
de I’exponentielle imaginaire, qui transforme les sommes en produits e =e " =—1
(cf. théoréme 31). En réalité, une notion unique d’exponentielle se
cache derriére les fonctions exponentielles réelle et imaginaire, mais
celle-ci sort du cadre de ce cours (cf. cours de deuxiéme année...).

Théoréme 29 — Paramétrisation de U par I'exponentielle imaginaire

e Pourtout zeC, z2eU <= (I0eR, z=e¢"’). Enrésumé, U= {} _.

En particulier, e # 0, pour tout 0 € R.

e Pour tous 6,0 € R, e — e — 0=0[27].

"
.

N , . R — U .. . C
En particulier, 'application 0 s it est surjective mais non injective.

Démonstration. 11 s’agit d’une autre maniére de dire que tout point du cercle trigonométrique a des coordonnées de la forme

(cos,sin @) (théoréme 24 du chapitre 5), donc une affixe de la forme ¢’ — avec unicité de # modulo 2. [ |
Exemple 30 — A connaitre par coeur ! Pour tout 0 € R, on dispose des équivalences
=1 = =0 — =021 <= He2nZ,
. . - T ™
et =i — e=¢% — 4= 5 2] <= 0f€ 5 + 27Z.
—— Théoréme 31 — Propriétés algébriques de I’exponentielle imaginaire
Pour tous 6,0’ e R et n € Z,
. . . — . 1
(i) Conjugaison. ¢ = ¢~ = =
. e 4 ¢~ . el — =0
(ii) Formules d’Euler’.  cosf = —— et sinf = —
i
(iii) Transformation somme/produit. ¢! (0+9) — ¢if ¢i¥",
(iv) Formule de Moivref.  (cosf + isin®)" = cos(nf) + isin(nf), ce qui équivaut a (e?)" = ™.
Démonstration. Pour tous 0,0’ e R et n € Z,
(i) € = cos@ + isinf = cosf —isinf = cos + isin(—6) = e et i = 6,72 =S
ez@ |€19| 1

zZ+7z

(ii) Découle simplement de Re(z) = et Im(z) = 2’2;,'2, pour tout z € C.
i

(iii) Cf. remarque ci-apreés.
(iv) Par récurrence a partir de (iii), on a, pour tout n € N, (ew)n = ¢™%. Le résultat est alors valable pour n € Z par passage
a linverse, via (i). -

Remarque 32 La relation « e/®+) = ¢ ¢, qu point (iii) RESUME deux formules classiques de trigonométrie. Elle
se réécrit

cos(0 + 0") +isin(0 +6') = (cosf + isinf)(cos ' + isind’),
et, par identification des parties réelle et imaginaire, équivaut donc aux relations

cos(f +6') = cosfcost —sinfsind et sin(f+0) =sinfcosd + coshsind’.

t. Leonhard Euler (1707 a Bale — 1783 & Saint-Pétersbourg) est un mathématicien et physicien suisse. Ses travaux mathématiques ont
aussi bien touché au calcul infinitésimal qu’a la théorie des graphes. On lui doit notamment la notation f(x) pour les fonctions.
1. Abraham de Moivre (1667 a Vitry-le-Frangois — 1754 a Londres) est un mathématicien francais.
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Applications a la trigonométrie

% En pratique %  Technique de I'angle moitié. La technique de ’angle moitié consiste a écrire les complexes
de la forme e'* + e"¥ sous forme factorisée. Cette technique permet notamment de factoriser des expressions en sinus
et cosinus (cf. exemple ci-aprés). L’idée, simple, est la suivante :

; : i(z+y) i(x—y) _i(z—y) i(z+y) r—1Y
Ve,ye R, e"+e¥W e 2 (e z +e 2 )=2€ 2 cos<2

. R . Tt
|—> Mise en facteur de 'ANGLE MOITIE 5 /.

i &vi i i i ; iy X —
Cette technique s’adapte évidemment au cas des complexes de la forme e'* —e'¥ : ¥ —e"¥ = 2je” 2 sm( 5 y)

. . r+y . T —
Exemple 33 Pour tous z,y € R, sinz — siny = 2 cos 5 Y sin 5 S
n sin((n + 1)z) .

Exemple 34 Pour tous z € R et n e N, Z cos(2kz) = cos(na) sin x si ¢ w

k=0 n+1 si x e nZ.
% En pratique % Linéarisation d’expressions trigonométriques. Linéariser une expression polynomiale en sin
et cosz — e.g. 5sin® x cos” & + 2sinz cos* z — consiste & Pexprimer comme une combinaison linéaire de sin z, sin(2z),
sin(3x),. . .et cosx, cos(2z), cos(3x), ... Les deux ingrédients essentiels sont les formules d’Euler et celle du binome.

b

La linéarisation permet notamment le calcul des intégrales de la forme / sin" z cos™” xdx, o a,be R et m,n € N.
a

5

1
Exemple 35 Pour tout x € R, sin°z = 1—6(sin(5x) — 5sin(3z) + 10sinz).

27
7r
Exemple 36 / sin® z cos* z dx = 5
0

S En pratique & Dé-linéarisation d’expressions trigonométriques. Cela est moins courant, mais I'on peut
aussi « dé-linéariser » les expressions trigonométriques, i.e. effectuer la transformation inverse de la linéarisation. Les
deux ingrédients essentiels sont la formule de Moivre et celle du binéme.

Exemple 37 Pour tout z € R, sin(6z) = 2coszsinz(3 — 16 cos? z + 16 cos? z).

% En pratique %  Factorisation de acos(t) + bsin(t) — le come-back ! Pour tous a,b € R, avec (a,b) # (0,0),
la factorisation des expressions a cos(t) + bsin(¢) peut aussi s’obtenir comme une conséquence de la formule
Re(zz") = Re(z) Re(z") — Im(z) Im(2").
En effet, pour tout t € R,
acos(t) + bsin(t) = Re(a — ib) Re(e”) — Im(a — ib) Im(e") = Re((a — ib) e™)

et il suffit alors d’écrire a — ib sous forme trigonométrique (cf. paragraphe suivant).
Exercice 38 Pour tout t € R,

V2cost +V6sint = Re((ﬁ - Z\fG) eit) = Re<2\@e*”/3 e“) = 2\/§Re(ei(t*”/3)) = 2\/§cos<t — g)

Remarque 39 On pourrait aussi factoriser a cos(t) + bsin(¢) sous la forme Asin(t + ) via la formule

Im(z2") = Re(z) Im(z") + Im(z) Re(2).
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Forme trigonométrique

z z
La définition suivante repose intégralement sur le fait que, pour tout z € C NON NUL, ﬂ =1, e W eU
z z
—— Définition-théoréme 40 — Argument(s) et forme trigonométrique
Tout nombre complexe NON NUL z peut étre écrit sous la forme z = e, avec r > 0 et
0 € R, dite forme trigonométrique. Le réel r s’avére unique, car r = |z|, en revanche le réel o
0, appelé UN argument de z, est « unique » & 27 prés seulement. ,
Précisément, 'ensemble des arguments de z est 6 + 27Z = {0 + 2kn}, ;. »\ 0
Il existe toutefois un et un seul argument de z dans |—m , 7] et celui-ci est appelé L’argument 5] >
(principal) de z et noté arg(z).

X ArreEnTiON ! ¥ 0 n’admet pas de forme trigonométrique et n’a donc pas d’argument, méme si ’on a bien str
0= 0¢e", pour tout 6 € R.

Remarque 41
e Un argument d’un nombre complexe non nul z d’image M n’est rien d’autre qu’'une mesure de ’angle orienté
(7.0M).
e Le théoréme 40 énonce essentiellement que la fonction de RY x |—m, 7] sur C* définie par (r,0) — re
bijective.

0 est

% En pratique % ldentification des formes trigonométriques.

Vr,r' e RY, V0,0 €R, ret? = e  — (r=r"et 0=0[2n]).

Exemple 42 — A connaitre par cceur! Les formes trigonométriques des réels et des imaginaires purs doivent couler

de source.
e Cas des réels. Pour tout x € R¥, e Cas des imaginaires purs. Pour tout y € R*,
ze®  siz>0 , ye's siy>0
xr = i . 1Yy = iz .
—xe six < 0. —ye ‘2 siy<O.
Ainsi

zeR* <« arg(z) =0]nx] et z€iR* <= arg(z) = g [7].

% En pratique & L’écriture sous forme trigonométrique s’impose dans les cas ol interviennent des produits ou des
puissances entiéres de nombres complexes non nuls. On a en effet via les propriétés de 'exponentielle imaginaire :

r e191 TR e’LGn =7r1...Tn ez(el+--~+‘9n) et (7‘ eze) = ’[“n elng’ avec n € Z

En particulier, pour tout (r,0) € R¥ x R, +/7¢/2 sont les deux racines carrées de re®.

—— Corollaire 43 — Propriétés des arguments

Pour tous z, 2’ € CNON NULS et n € Z, (i) arg(z2’) = arg(z) + arg(z’) [27]. (ii) arg(z") = narg(z) [27].

(iii) arg(i) = —arg(z) [27]. (iv) arg(z) = —arg(z) [27].

Démonstration. Les deux premiers points résultent du « En pratique » précédent.

o1 1 1 1 o
(iii) ~ = ==z =|"le are(2) - donc arg<*> = —arg(z) [27]. 341

2z |z|etarez) z z Exemple 44 (\(71)2 = 8.
(iv) z = |z|eiae(®) = |z|e7?28(2) — |z|e7?28(*) donc arg(z) = —arg(z) [27]. m (1+7)
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Sl

1—i 1—i  +2e7'% el

1—iV3 1—iy/3  2e7'5

1—i (1—i)(1+i\/§)7\/§+1+\/§—1 T AB+1 1 B-1
4

Or, = i , ainsi cos — = et sin — = .
1—14V3 4 4 12 24/2 12 2¢/2

Exemple 45 Le nombre complexe

admet % pour argument. En effet,

=

—— Théoréme 46 — Lien entre la forme algébrique et la forme trigonométrique
Soit z € C NON NUL de forme algébrique z = = + iy et de forme trigonométrique z = re®.
(i) Expressions de la forme algébrique a partir de la forme trigonométrique :
x =rcosf et y = rsinf.

(ii) Expressions de la forme trigonométrique a partir de la forme algébrique :

Arctan 2 [27] siz>0
T

r=/22 + 9?2 et 0

7 + Arctan 2 [27] siz <O,
x

en notant que z est imaginaire pur si = 0 (cf. exemple 42).

Démonstration. ... [ |

On aurait pu appeler ce théoréme « Lien entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires ».

Remarque 47 Dans le théoréme précédent, le choix a été fait d’exprimer 6 via un arc tangente. Naturellement, on
aurait pu procéder de fagon similaire avec un arc sinus ou un arc cosinus.

Exponentielle complexe

Nous disposons a ce stade de deux exponentielles, I’exponentielle sur R et I’exponentielle imaginaire. Définissons
plus généralement une fonction exponentielle sur C.

—— Définition 48 — Exponentielle complexe

Pour tout z € C, on appelle ezponentielle complexe (de) z le nombre complexe :

% = eRe(z) ei Im(z) )

Re(z)

En d’autres termes : le*] = e et arg(e®) =Im(z) [27]. En particulier, e* # 0.

e? e?

. . 1 7
Exemple 49 21iT = e2¢iT =2 ( + > = —— 45—,
. V2 2) Vel e

Remarque 50 D’une part, la fonction z — e prolonge la fonction exponentielle définie sur R, puisque e?'™(2) = 1

lorsque Im(z) = 0, i.e. z € R. D’autre part, la fonction exponentielle imaginaire définie sur R par § — e coincide
avec la restriction de la fonction z — e* & la droite des imaginaires purs iR.
—— Théoréme 51 — Propriétés de I'’exponentielle complexe
(i) Périodicité. L’exponentielle complexe est 2im-périodique, i.e. pour tout z € C, e**2™ = ¢,
On dispose en fait d’un résultat plus précis : pour tous 2,2’ € C, e =¢* <« z=2/ [2ir].
(i) Transformation somme/produit. Pour tout z,2’ € C, e**% —e%e?.
Démonstration. Soit 2,z € C. (i) Par identification des formes trigonométriques, on dispose des équivalences
o = oF em eRe(2) — oRe(=) — Re(z) = Re(?) — =2 [2in]
Im(z) = Im(2") [27] Im(z) = Im(2") [27] - )
(") ez+z/ _ eRc(z+z’) eiIm(z+z’) _ eRc(z)+Re(z/) eilm(z)+i Im(z") _ eRc(z) eRc(z/) eilm(z) eiIm(z’) = 7 62/. ™

R. Basson - Lycée Fénelon Sainte-Marie 9


https://www.fenelonsaintemarie.org

MPSI Nombres complexes 2026—2027

Inb 1
Exemple 52 L’équation e* = 2 + ¢, d'inconnue z € C, a pour solutions les nombres - + iArctan§ + 2ikm, k

décrivant Z.

Le théoréme suivant énonce que la régle de dérivation pour les composées e se généralise aux fonctions u & valeurs
complexes.

—— Théoréme 53 — Dérivation des fonctions de la forme ¢¥
Soit I un intervalle de R et ¢ € Z(I,C). La fonction 2 — e#(¥) est dérivable sur I de dérivée 2 — /() (@),

En particulier, pour tout a € C, la fonction & — e** est dérivable sur R de dérivée x — ae?®.

Démonstration. Avec les notations du théoréme, posons g = Re(p) et h = Im(p), qui sont dérivables sur I, par hypothése sur

¢ (théoréme 51 du chapitre 4). On a alors

" S
e? =9t = e9cosh +iedsinh

et les fonctions e cosh et e?sinh sont dérivables sur I par opérations, ce qui établit la dérivabilité de e¥ (théoréme 51 du
chapitre 4). En outre,

(e¥)" = (e cosh) +i(e’sinh) =g e’ cosh — e’ h'sinh +i(g' e’ sinh + e’ ' cosh) = (¢’ + ih') e? = ¢ e®. -

Racines n®s

Pour tout n € N*_ rappelons que la fonction racines n® est la réciproque de la fonction puissance n® sur R .

Vr,ye R, y=r <— x=y"

Voyons maintenant que la situation différe sur C.

Définition 54 — Racines n®s
Soit z € C et n € N*,

e On appelle racine n® de z tout nombre complexe ( tel que (" = z.

e Les racines n® de 1 sont dites racines n®® de ['unité. Leur ensemble est noté U, : U, ={(eC|(" =1}

¥ ArTENTION ! ¥ Il est formellement interdit d’écrire 3/z pour z € C\R,, dans la mesure ot il n’y a pas unicité
des racines n° d’un nombre complexe non nul, comme 'indique le théoréme suivant.

—— Théoréme 55 — Expression des racines n®
Soit n € N*.

e La seule racine n° de 0 est 0.

e Soit z = re’ e C NON NUL sous forme trigonométrique. Alors z posséde exactement n racines n® , a savoir

les nombres complexes {L/Fexp(% + %), k décrivant [0,n — 1].

e Cas particulier des racines n* de l'unité. U,, = {e%k”/n}ogkgil.

Principe de démonstration. Commencer par le cas z = 1 (i.e. les racines de 1'unité) en cherchant les solutions sous la forme
pe'? avec p>0et pe [0, 27], puis traiter le cas général en se ramenant au cas précédent. |

Remarque 56 Comme l'indique la démonstration précédente, les n racines n® d’un nombre complexe non nul
s’obtiennent & partir d’'une de ses racines n° et des n racines n° de 'unité.

Exemple 57 Les racines cubiques de 1 + i sont ¥/2ei™/12 §/2e3im/4 ot §/2 e~ Tim/12,
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Définition-théoréme 58 — Racine cubique de I'unité

V3

On note classiquement j = e27/3 — —5 + 17 Alors

_ 1 _
Us = {1,4,4%}, j=j2=;7 1+j+5%2=0 et VzeC, 22+z+1=(2—35)(z—7).

Démonstration. Simples vérifications. [ ]

Géométriquement, on peut observer que, pour tout n € N*, I’ensemble U,, des racines n® de I'unité est I’ensemble
des sommets du polygone régulier & n cotés, de centre O et passant par le point d’affixe 1.

o
j 4 4 2im/5 2im/3 in/3

e

J]=e

Y-

.

j* =7
Us est I’'ensemble des

sommets d’un triangle
équilatéral.

—1

U, est I’ensemble des
sommets d’un carré.

—2in/5

€

Us est I’ensemble des
sommets d’un pentagone
régulier.

Ug est I’ensemble des

sommets d’un hexagone

régulier.

Remarque 59 Les racines n® de 'unité sont conjuguées deux a deux.

Interprétation géométrique des nombres complexes

c—b

cC—a

—— Théoréme 60 — Interprétation géométrique de

Soit a,b,ce C, avec b # a et ¢ # a. On note A, B et C les images respectives de a, b et ¢. Alors :

_ % et arg<‘;:z> = (4B, 4C) [2n).

c—a

b—a

Démonstration. On a d’une part
c—al _|e—al AC
b—a| |b—al AB

et d’autre part, en considérant (O, 7, 7) un repeére orthonormé direct du plan,

arg(%) =arg(c—a) —arg(b—a) = (7,@) — (7,@) = (A_B),E) [27].

% En pratique % Avec les notations du théoréme, on peut établir I’alignement des points A, B et C ou l'orthogonalité
des droites (AB) et (AC) grace aux équivalences suivantes :

c—a

A, B et C sont alignés <= (A_B),@> =0[r] <= 7 R.
(AB) et (AC) sont orthogonales <= (E, @) = g 1] — < :Z e iR.

Exemple 61 IL’ensemble des nombres z € C pour lesquels le triangle de sommets z, 22 et 23 est rectangle en z est
constitué de la droite verticale d’équation x = —1 et des deux points 0 et 1.

Exemple 62 Soit M, N, P et (Q quatre points distincts d’affixes respectives m, n, p et ¢ d’'un cercle de centre O et
de rayon p. Montrer que les droites (M N) et (PQ) sont paralléles si et seulement si mn = pg.
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Transformations du plan
e Les figures ci-dessous indiquent :

x que l'addition de deux nombres complexes s’interpréte géométriquement en termes de translation ;
x deux ou trois choses concernant les symétries les plus simples;;

x que le produit de deux nombres complexes s’interpréte géométriquement en termes d’homothétie et de

rotation.
Symétrique de z A A o
VT
par rapport & (Oy) —Z 21z o
N, W2 T
4
o) g e’ 2z
—z z 2z
° °
Symétrique de z /‘ X_ Symétrique de z < R
par rapport a O par rapport a (Ox)

e Nous abordons maintenant le cas de transformations plus compliquées. Dans chacun des cas ci-dessous, 2z’ désigne
I'image de z par la transformation considérée.

Homothétie de centre w et de
rapport A (ici A = 2) :
2 —w=Az—w),
ie. 2 =w+ Az —w).

Rotation de centre w
et d’angle 0 :
2 —w=e¥(z —w),
ie. 2 =w+e?(z —w).
Il apparait ainsi que les transformations géométriques usuelles sont de la forme z — az + b ou z — aZ + b, pour
certains a, b € C, avec a # 0. Réciproquement, que pouvons-nous dire en général des transformations de cette forme 7

Symeétrie par rapport & w :
2 —w=—(z—w),
e 2/ =2w— 2.

Etude des similitudes directes. Fixons a,b € C, avec a # 0, et notons f la transformation z — az + b, ainsi que o
un argument de a.

e Sia=1, f est simplement la translation de vecteur b.

e Si a # 1, commencgons par remarquer que f posséde un unique point fixe. En effet, équation f(w) = w,

d’inconnue w € C, admet w = 1-a pour seule solution. Ce résultat va nous permettre de réécrire f sous une
a

forme plus sympathique. Précisément, pour tout z € C, en posant 2’ = f(z),

, Z—w=(az+b) - (aw+b) =alz—w) = |a] xe?(z—w) = e’ x|al(z — w).
4 ~— —
,’.'\\ Rotation de centre Homothétie de centre
s{ ' Ici |a| = 2 w et d’angle a w et de rapport |al
4 \ - e T —
’,' Y \ Homothétie de centre Rotation de centre
M S w et de rapport |al w et d’angle a

Conclusion : f est la composée d’une homothétie et d’une rotation de mémes centres. De plus l'ordre dans lequel

on compose ces deux transformations est sans importance. On dit que f est la similitude directe de centre w, de
rapport |a| et d’angle .

En particulier,
x lorsque |a| = 1, f est la rotation de centre w et d’angle «;
x lorsque o = 0[27], f est Phomothétie de centre w et de rapport |al.

2

. . - . 1+
Exemple 63 La fonction z N7 + 1 est la similitude directe de centre , de rapport 2 et d’angle g

En effet, le coefficient de z dans I’expression de f est 2i = 2e'3 £ 1, ainsi f n’est pas une translation. Par conséquent, f est
une similitude directe de rapport 2 et d’angle g (car 2i = Ze”/2). Enfin, son centre w est son unique point fixe :

fW=w «— 2wt+l=-w — w= -

Remarque 64 L’étude générale des similitudes indirectes du plan z — aZz + b est hors programme.
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Compétences a acqueérir

Manipulations liées a la forme algébrique d’un nombre complexe (conjugué et module) : exercices 1 & 11.

e Résolution de I’équation du second degré & coefficients complexes : exercices 12 a 14.

Utilisation de la forme trigonométrique/manipulation de I'exponentielle imaginaire : exercices 15 a 20.

Applications & la trigonométrie : exercices 21 a 26.

e Manipulation de ’exponentielle complexe : exercice 27.

Utilisation des racines n°® : exercices 28 a 37.

e Applications a la géométrie : exercices 38 & 47.

Quelques résultats classiques :

e Somme et produit des racines n® (exercice 34).

Démonstrations classiques :
o Inégalité triangulaire généralisée avec cas d’égalité (théoréme 15).
e Lien entre les formes algébrique et trigonométrique (théoréme 46).
e Racines n°* (théoréme 55, CCINP84).
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