
29 Déterminants

Dans l’ensemble de ce chapitre, K désigne l’un des corps R ou C †

1 Aire et volume algébriques
Dans le plan R2, on appelle parallélogramme engendré par le couple de vecteurs pu, vq,

avec u, v P R2, l’ensemble tλu ` µv | λ, µ P r0 , 1su. e1

e2

Pour définir l’aire d’un tel parallélogramme, il suffit de se donner une unité de mesure. Précisément, on fixe une base
pe1, e2q de R2 et on décrète que le parallélogramme engendré par le couple de vecteurs pe1, e2q est notre unité d’aire,
i.e. que ce parallélogramme est d’aire algébrique égale à 1. L’aire algébrique d’un parallélogramme quelconque est
alors calculée en fonction de l’aire de cette unité de mesure et on notera A pu, vq l’aire algébrique du parallélogramme
engendré par le couple de vecteurs pu, vq. En particulier,

A pv, uq “ ´A pu, vq,

cette permutation correspondant justement à un changement d’orientation. Par ailleurs,
lorsque u et v sont colinéaires, le parallélogramme engendré par le couple de vecteurs
pu, vq est aplati et on a donc A pu, vq “ 0. Avec cette définition, on retrouve les propriétés
usuelles des aires algébriques, comme l’indique les exemples ci-contre :

• Multilinéarité. L’application A est linéaire par rapport à chacune de ses variables.
Précisément, pour tout u P R2 fixé, x ÞÝÑ A px, uq et x ÞÝÑ A pu, xq sont linéaires.

• Antisymétrie. Pour tout pu, vq P R2, A pv, uq “ ´A pu, vq.
• Caractérisation des bases (caractère alterné). pu, vq est une base de R2 si et

seulement si A pu, vq ‰ 0, i.e. le parallélogramme engendré par pu, vq est non aplati.
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Dans l’espace R3, on peut procéder de même pour le volume des parallélépipèdes (engendrés par des triplets
pu, v, wq de vecteurs de R3), en fixant une base pe1, e2, e3q de R3 définissant l’unité de volume. On dispose à nouveau
d’une forme volume V pu, v, wq jouissant de propriétés similaires à celles de A . Par exemple :

• Multilinéarité. L’application V est linéaire par rapport à chacune de ses variables. Précisément, pour tout
pu, v, wq P R3 fixé, les applications x ÞÝÑ V px, v, wq, x ÞÝÑ V pu, x, wq et x ÞÝÑ V pu, v, xq sont linéaires.

• Antisymétrie. Le signe de V pu, v, wq est changé dès que l’on permute deux vecteurs.
• Caractérisation des bases (caractère alterné). pu, v, wq est une base de R3 si et seulement si V pu, v, wq ‰ 0,

i.e. le parallélépipède engendré par ces trois vecteurs est non aplati.

2 Applications multilinéaires alternées
Dans l’ensemble de cette section, p désigne un entier naturel non nul et F un K-espace vectoriel.

Soit E1, . . . , Ep des K-espaces vectoriels et f : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep ÝÑ F une application.
• L’application f est dite p-linéaire de E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep dans F lorsque, pour tout k P J1 , pK et pour tout

pa1, . . . , ak´1, ak`1, . . . , apq P E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ek´1 ˆ Ek`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep fixé, l’application

x ÞÝÑ fpa1, . . . , ak´1, x, ak`1, . . . , apq

est linéaire de Ek dans F .
• Cas particulier F “ K. Une application p-linéaire de E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep dans K est appelée une forme p-linéaire.
• Cas particulier E1 “ . . . “ Ep “ E. Une application p-linéaire de Ep dans F est appelée une application
p-linéaire de E dans F .

• Cas particulier p “ 2. f est dite bilinéaire • Cas particulier p “ 3. f est dite trilinéaire

Définition 1 – Application multilinéaire

†. Tous les résultats énoncés dans ce chapitre demeurent vrais sur un corps K quelconque.
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En résumé, une application f est p-linéaire lorsque, pour tout k P J1 , pK, elle est linéaire par rapport à sa ke variable
une fois fixé les p ´ 1 autres variables.

Exemple 2
• Les applications 1-linéaires sont les applications linéaires.
• L’application ppx1, x2q, py1, y2qq ÞÝÑ x1y1 ` x2y2 est une forme bilinéaire sur R2.
• L’application pz1, . . . , zpq ÞÝÑ z1 ¨ ¨ ¨ zp est une forme p-linéaire sur C.
• Dans l’espace euclidien, le produit scalaire et le produit vectoriel sont bilinéaires.
• Pour tout K-espace vectoriel E, la multiplication externe pλ, xq ÞÝÑ λ ¨ x est bilinéaire de K ˆ E dans E.
• Le produit de fonctions pf, gq ÞÝÑ fg est bilinéaire de RR ˆ RR dans RR.
• Le produit matriciel pA,Bq ÞÝÑ AB est bilinéaire de Mp,qpKq ˆ Mq,rpKq dans Mp,rpKq.
• Pour tous K-espaces vectoriels E, E1 et E2, la composition pf, gq ÞÝÑ g˝f est bilinéaire de L pE,E1qˆL pE1, E2q

dans L pE,E2q (point (ii) du théorème 16 du chapitre 22).
• Pour tout K-espace vectoriel E, l’application pf, xq ÞÝÑ fpxq est une forme bilinéaire sur LpE,Kq ˆ E.

Exemple 3 Soit E un espace vectoriel de dimension n et peiq1ďiďn une base de E. Soit f une application trilinéaire

de E dans F et x1, x2, x3 P E, avec xl “

n
ÿ

i“1

ai,lei, pour tout l P t1, 2, 3u. On a alors

fpx1, x2, x3q “ f

˜

n
ÿ

i“1

ai,1ei,
n

ÿ

j“1

aj,2ej ,
n

ÿ

k“1

ak,3ek

¸

“

n
ÿ

i“1

ai,1f

˜

ei,
n

ÿ

j“1

aj,2ej ,
n

ÿ

k“1

ak,3ek

¸

. . .

. . . “

n
ÿ

i“1

ai,1

˜

n
ÿ

j“1

aj,2f

˜

ei, ej ,
n

ÿ

k“1

ak,3ek

¸¸

“

n
ÿ

i“1

ai,1

˜

n
ÿ

j“1

aj,2

˜

n
ÿ

k“1

ak,3fpei, ej , ekq

¸¸

. . .

. . . “
ÿ

1ďi,j,kďn

ai,1aj,2ak,3fpei, ej , ekq.

Remarque 4
• L’image d’un p-uplet dont un vecteur est nul par une application p-linéaire est elle-même nulle, i.e.

fp. . . , 0Ei
, . . .q “ 0F .

• On vérifie sans difficulté que l’ensemble des applications p-linéaires de E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep dans F est un sous-espace
vectoriel de l’espace vectoriel des applications de E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep dans F .

Soit E un K-espace vectoriel et f une application p-linéaire sur E à valeurs dans F .
• L’application f est dite alternée lorsqu’elle associe le vecteur nul de F à tout p-uplet de Ep dont deux des

vecteurs sont égaux, i.e.

@px1, . . . , xpq P Ep, @pi, jq P J1 , pK2, pi ‰ j et xi “ xjq ùñ fpx1, . . . , xpq “ 0F .

• L’application f est dite antisymétrique lorsque, pour tout px1, . . . , xpq P Ep et pour tous i ă j dans J1 , pK,

fpx1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xpq “ ´fpx1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xpq.

Définition 5 – Application p-linéaire alternée/antisymétrique

Remarque 6 Une application p-linéaire de E dans F est antisymétrique si et seulement si, pour toute transposition
τ de Sp,

fpxτp1q, . . . , xτppqq “ ´fpx1, . . . , xpq.
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Soit E un K-espace vectoriel et f une application p-linéaire alternée sur E à valeurs dans F .
(i) Si px1, . . . , xpq est une famille liée de vecteurs de E, alors fpx1, . . . , xpq “ 0F .
(ii) Pour tout px1, . . . , xpq P Ep, le vecteur fpx1, . . . , xpq est inchangé si l’on ajoute à l’un des xk une combinaison

linéaire des autres.
(iii) L’application p-linéaire f est antisymétrique et, plus généralement,

@px1, . . . , xpq P Ep, @σ P Sp, fpxσp1q, . . . , xσppqq “ εpσqfpx1, . . . , xpq.

Théorème 7 – Propriétés des applications p-linéaires alternées

Démonstration. ... ■

Remarque 8 La réciproque du point (iii) du théorème précédent est vraie sur les corps K tels que 2 ‰ 0 (corps de
caractéristique différente de 2). En effet, si f est une application p-linéaire antisymétrique de E dans F , alors, pour
tous x1, . . . , xp P E tels que xi “ xj avec i ă j, en notant τ la transposition pi jq,

fpx1, . . . , xpq “ fpxτp1q, . . . , xτppqq “ ´fpx1, . . . , xpq,

soit 2fpx1, . . . , xpq “ 0F .

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, peiq1ďiďn une base de E et f une application n-linéaire alternée

sur E à valeurs dans F . Si x1, . . . , xn sont n vecteurs de E avec xj “

n
ÿ

i“1

ai,jei, pour tout j P J1 , nK, alors

fpx1, . . . , xnq “

˜

ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

aσpiq,i

¸

fpe1, . . . , enq.

Corollaire 9 – Expression d’une application n-linéaire alternée en dimension n

Démonstration. Avec les notations du corollaire,

fpx1, . . . , xnq “ f

˜

n
ÿ

i1“1

ai1,1ei1 , . . . ,
n

ÿ

in“1

ain,nein

¸

n-linéarité
“

ÿ

1ďi1,...,inďn

ai1,1 ¨ ¨ ¨ ain,nfpei1 , . . . , einq

. . . “
ÿ

σPJ1,nKJ1,nK

aσp1q,1 ¨ ¨ ¨ aσpnq,nf
`

eσp1q, . . . , eσpnq

˘

. . .
f alternée

“
ÿ

σPSn

aσp1q,1 ¨ ¨ ¨ aσpnq,nf
`

eσp1q, . . . , eσpnq

˘ th. 7
“
(iii)

˜

ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

aσpiq,i

¸

fpe1, . . . , enq

■

3 Déterminants d’une famille de vecteurs dans une base
Dans l’ensemble de cette section, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n. Le théorème suivant donne

une description du K-espace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur E.

Soit B “ peiq1ďiďn une base de E.
(i) Il existe une unique forme n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 en peiq1ďiďn. On l’appelle déterminant

dans la base B et on la note detB.
(ii) Le K-espace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur E est une droite vectorielle dont la famille pdetBq

est une base, autrement dit toute forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle à detB.
Précisément, si f est une forme n-linéaires alternées sur E, alors f “ fpe1, . . . , enqdetB.

Théorème 10 – Droite vectorielle des formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n

Démonstration. Admis conformément au programme (cf. annexe A). ■

Par définition, detB est l’unique forme n-linéaire alternée f sur E telle que fpe1, . . . , enq “ 1.
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Soit B “ peiq1ďiďn une base de E et px1, . . . , xnq une famille de n vecteurs de E.
• Définition. On appelle déterminant de la famille px1, . . . , xnq dans la base B le scalaire detBpx1, . . . , xnq.
• Formule de Leibniz†. Si A “ pai,jq1ďi,jďn désigne la matrice de la famille px1, . . . , xnq dans la base B, alors

detBpx1, . . . , xnq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

aσpiq,i.

Définition-théorème 11 – Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Démonstration. La formule de Leibniz découle directement du corollaire 9 et de l’égalité detBpe1, . . . , enq “ 1. ■

Attention ! La notion de déterminant d’une famille de vecteurs n’a de sens que pour une famille de n
vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n .

(i) Dimension 2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 et B une base de E. Si x, y P E sont de
coordonnées respectives px1, x2q et py1, y2q dans B, alors∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ “ detBpx, yq “ x1y2 ´ x2y1.

(ii) Dimension 3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B une base de E. Si x, y, z P E sont de
coordonnées respectives px1, x2, x3q, py1, y2, y3q et pz1, z2, z3q dans B, alors∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ “ detBpx, y, zq “ x1y2z3 `x2y3z1 `x3y1z2 ´x3y2z1 ´x2y1z3 ´x1y3z2 (règle de Sarrus‡).

Théorème 12 – Déterminants en dimension 2 et 3

Démonstration. (i) detBpx, yq “
ÿ

σPS2

εpσqxσp1qyσp2q “ x1y2
loomoon

Id

´ x2y1
loomoon

p1 2q

.

(ii) detBpx, y, zq “
ÿ

σPS3

εpσqxσp1qyσp2qzσp3q “ x1y2z3
loomoon

Id

`x2y3z1
loomoon

p1 2 3q

`x3y1z2
loomoon

p1 3 2q

´x3y2z1
loomoon

p1 3q

´x2y1z3
loomoon

p1 2q

´x1y3z2
loomoon

p2 3q

. ■

Soit B et B1 deux bases de E (de dimension n) et X “ px1, . . . , xnq une famille de n vecteurs de E.
(i) Formule de changement de bases. detB “ detBpB1qdetB1 , i.e. detBpX q “ detBpB1qdetB1 pX q.
(ii) Caractérisation des bases. La famille X est une base de E si et seulement si detBpX q ‰ 0.

Le cas échéant, detX pBq “ pdetBpX qq
´1.

Théorème 13 – Propriétés du déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Démonstration. Avec les notations du théorème.
(i) L’application detB est une forme n-linéaire alternée sur E, on a donc detB “ detBpB1

q detB1 (point (ii) du théorème
10). Il suffit alors d’évaluer en X .

(ii) Si X est une base de E, alors, d’après le point précédent,

1 “ detBpBq “ detBpX qdetX pBq,

ainsi detBpX q est inversible dans K, et donc non nul, d’inverse detX pBq. Réciproquement, par contraposition, si X
n’est pas une base de E, alors la famille X est liée (famille de cardinal n en dimension n). Or detB est n-linéaire et
alternée, ainsi detBpX q “ 0 (point (i) du théorème 7).

■

Exemple 14 La famille pp1, 2q, p´4, 7qq est une base de R2. En effet,
∣∣∣∣1 ´4
2 7

∣∣∣∣ “ 1ˆ7´2ˆp´4q “ 15 ‰ 0.

†. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 à Leipzig – 1716 Hanovre), est un philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate,
juriste, bibliothécaire et philologue allemand. On lui attribue généralement, avec Isaac Newton, l’invention du calcul infinitésimal.

‡. Pierre Frédéric Sarrus (1798 à Saint-Affrique – 1861 à Saint-Affrique) est un mathématicien français qui fut doyen de la faculté des
Sciences de Strasbourg et dont les travaux portèrent sur les méthodes de résolution des équations numériques et sur le calcul des variations.
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Interprétation du déterminant en termes d’aire/volume orientés Notons B la base canonique de R2. Nous
pouvons convenir que le carré élémentaire que B engendre est d’aire algébrique 1 et on a justement detBpBq “ 1.
Il est donc raisonnable d’espérer, en lien avec la section introductive de ce chapitre, que l’application detB définisse
une mesure de l’aire algébrique des parallélogrammes au sens le plus intuitif du terme. Les figures ci-dessous devraient
vous en convaincre !

u

v

∣∣∣∣0 2
3
2

0

∣∣∣∣ “ ´3

u

v

∣∣∣∣2 0
1
2

1

∣∣∣∣ “ 2

u
v 2

θ

∣∣∣∣2 cos θ ´2 sin θ
2 sin θ 2 cos θ

∣∣∣∣ “ 4

u

v

∣∣∣∣2 1
2

1
2

2

∣∣∣∣ “
15

4

Le déterminant peut donc être interprété comme une généralisation en dimension finie quelconque des notions
d’aire et de volume orientés en dimension 2 et 3.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle. On définit sur l’ensemble des bases de E une relation
binaire « avoir la même orientation que » de la façon suivante : pour toutes bases B et B1 de E,

B1 a la même orientation que B si et seulement si detBpB1q ą 0.

La relation ainsi définie est une relation d’équivalence qui partitionne l’ensemble des bases de E en deux classes
d’équivalence : si B n’a pas la même orientation que B1 et B2, alors B1 et B2 ont la même orientation. Autrement
dit, il existe exactement deux orientations possibles de E.
Orienter E consiste à choisir arbitrairement une de ces deux orientations, i.e. à choisir une base B de E. Toutes
les bases de E de même orientation que B sont alors qualifiées de directes et les autres d’indirectes.

Définition-théorème 15 – Orientation d’un R-espace vectoriel de dimension finie

Démonstration. ... ■

À présent, l’orientation d’un R-espace vectoriel repose sur l’idée que ses bases sont de deux sortes, le choix d’une
orientation étant totalement arbitraire. Cet arbitraire n’est pas vraiment surprenant cela dit, vous n’appréciez pas
l’orientation d’un plan de la même façon selon que vous vous placez au-dessus ou au-dessous de lui (les bases qui
paraissent directes d’un côté paraissent indirectes de l’autre). La notion d’orientation ne s’en trouve pas ruinée pour
autant, dans la mesure où deux bases qui ont la même orientation quand on regarde le plan d’en haut ont aussi la
même orientation quand on le regarde d’en bas, et c’est là l’essentiel !

Exemple 16 Toute permutation paire (resp. impaire) sur les vecteurs d’une base fournit une base de même orientation
(resp. d’orientation contraire).

Remarque 17 Le R-espace vectoriel Rn est dit muni de son orientation canonique lorsque sa base canonique est
considérée directe.

4 Déterminant d’une matrice carrée
4.1 Définition et premières propriétés

Soit A P MnpKq. On appelle déterminant de A, noté detpAq, le déterminant de la famille des colonnes de A dans
la base canonique de Kn, ainsi

detpAq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

aσpiq,i.

On note aussi

∣∣∣∣∣∣∣
a11 ¨ ¨ ¨ a1n
...

. . .
...

an1 ¨ ¨ ¨ ann

∣∣∣∣∣∣∣ le déterminant de la matrice A.

Définition 18 – Déterminant d’une matrice carrée

Attention ! La notion de déterminant n’a de sens que pour les matrices carrées !

Exemple 19 detpInq “ detBpBq “ 1, où B désigne la base canonique de Kn.
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Remarque 20 La formule de Leibniz présente peu d’intérêt pour le calcul pratique des déterminants (cf. section 4.2
à ce sujet), mais elle permet d’établir divers résultats théoriques. Notamment, le déterminant d’une matrice est une
expression polynomiale en ses coefficients.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E. Si X une famille de n vecteurs de E,
alors

detBpX q “ detpMatBpX qq.

Théorème 21 – Lien entre le déterminant d’une matrice carrée et celui d’une famille de vecteurs

Démonstration. Découle directement des définitions : les colonnes de MatBpX q sont exactement les coordonnées des vecteurs
de X dans la base B et les déterminants s’obtiennent par la même formule. ■

Exemple 22 En lien avec le théorème 12, pour tous x1, x2, x3, y1, y2, y3, z1, z2, z3 P K,
∣∣∣∣x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ “ x1y2 ´x2y1 et∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ “ x1y2z3 ` x2y3z1 ` x3y1z2 ´ x3y2z1 ´ x2y1z3 ´ x1y3z2 prègle de Sarrusq.

Remarque 23 On peut retrouver la règle de Sarrus en répétant les deux premières
colonnes du déterminant à la suite de la troisième. Les 6 termes du déterminants
de taille 3 sont alors les produits respectifs des termes des 6 diagonales qui appa-
raissent, que l’on affuble d’un signe selon le schéma ci-contre.

x1 y1 z1 x1 y1

x2 y2 z2 x2 y2

x3 y3 z3 x3 y3

` ` `

´ ´ ´

Toutefois on peut aussi lire ces produits de coefficients « diagonaux » directement sur le déterminant de taille 3, comme
l’indique les schémas ci-dessous.∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
Diagonales descendantes affectées du signe `

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
Diagonales ascendantes affectées du signe ´

Attention ! La règle de Sarrus est seulement valable pour les déterminants de taille 3 !

Soit A,B P MnpKq.
(i) Multilinéarité par rapport aux colonnes. L’application A ÞÝÑ detA sur MnpKq est n-linéaire et alternée

par rapport aux colonnes de A.

En particulier, pour tout λ P K, detpλAq “ λn detA.
Attention !

(ii) Déterminant d’un produit. detpABq “ detpAqdetpBq.
(iii) Caractérisation de l’inversibilité. A est inversible si et seulement si detA ‰ 0.

En outre, le cas échéant, det
`

A´1
˘

“ pdetAq
´1.

(iv) Invariance par similitude. Deux matrices semblables de MnpKq ont même déterminant.
Autrement dit, le déterminant est un invariant de similitude.

(v) Invariance par transposition. det
`

AJ
˘

“ detA.
A fortiori, l’application A ÞÝÑ detA sur MnpKq est également n-linéaire et alternée par rapport aux lignes
de A.

Théorème 24 – Premières propriétés du déterminant d’une matrice carrée

Démonstration. ... ■

Attention ! Le déterminant n’est pas une application linéaire sur MnpKq !
En général, si λ, µ P K et A,B P MnpKq, detpλA ` µBq ‰ λ detA ` µdetB.

Exemple 25 Les matrices A “

ˆ

0 1
0 0

0 1
0 0

˙

et B “

ˆ

0 1 0
0 0 1
0 0 0

0

˙

ont même rang, même trace et même déterminant, mais

ne sont pas semblables pour autant. En effet, A2 “ 0 ‰ B2.
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Remarque 26
• D’après les points (ii) et (iii), le déterminant induit un morphisme de groupes de GLnpKq dans K˚. On montre

sans difficulté qu’il est surjectif, en considérant par exemple les matrices Diagpx, 1, . . . , 1q, avec x P K˚.
• D’après le point (ii), bien que le produit matriciel ne soit pas commutatif en général,

@A,B P MnpKq, detpABq “ detpBAq.

• Du fait de son caractère multilinéaire et alterné, le déterminant d’une matrice est nul dans les cas suivants :
✕ la matrice possède une colonne (resp. ligne) nulle ;
✕ la matrice possède deux colonnes (resp. lignes) identiques ;
✕ plus généralement, la matrice possède une colonne (resp. ligne) combinaison linéaire d’autres colonnes (resp.

lignes).

• L’invariance du déterminant par transposition s’écrit aussi
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

aσpiq,i “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

ai,σpiq.

Pour tous A1 P Mn1
pKq, . . ., Ar P Mnr

pKq.∣∣∣∣∣∣∣
A1 ˚ ˚

. . . ˚

Ar

∣∣∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣∣∣
A1

˚
. . .

˚ ˚ Ar

∣∣∣∣∣∣∣ “

r
ź

i“1

detpAiq.

En particulier, le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

Théorème 27 – Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Démonstration. Cf. annexe A. ■

Exemple 28

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 ´2 3
3 ´1 2 5
0 0 4 1
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣2 4
3 ´1

∣∣∣∣ˆ

∣∣∣∣4 1
1 0

∣∣∣∣ “ p´14q ˆ p´1q “ 14 et

∣∣∣∣∣∣
2 0 0
4 1 0
7 3 ´1

∣∣∣∣∣∣ “ 2ˆ1ˆ p´1q “ ´2.

4.2 Deux méthodes de calcul des déterminants
La formule de Leibniz avec sa somme de n! termes devient rapidement laborieuse pour le calcul du déterminant

d’une matrice carrée de taille n. Cette section est dévolue à la présentation de deux méthodes alternatives pour les
calculs des déterminants.

4.2.1 Calcul de déterminant par la méthode du pivot

Soit i, j P J1 , nK, avec i ‰ j et λ P R.
(i) Les opérations élémentaires Li Ð Li ` λLj et Ci Ð Ci ` λCj ne modifient pas les déterminants.
(ii) Les opérations élémentaires Li Ð λLi et Ci Ð λCi multiplient les déterminants par λ.
(iii) Les opérations élémentaires Li Ø Lj et Ci Ø Cj multiplient les déterminants par ´1.

Théorème 29 – Déterminant d’une matrice vs opérations élémentaires

Démonstration. Le déterminant étant invariant par transposition, il suffit d’établir ces résultats sur les colonnes. Or ces derniers
sont une conséquence de la linéarité du déterminant par rapport à la ie colonne d’une matrice et de son caractère alterné. ■

Exemple 30∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 0 ´1
4 4 2 1
3 9 4 0
2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 1 0
2 4 1 0
3 9 4 0
2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1ÐL1`L4
L2ÐL2´L4

“

∣∣∣∣∣∣
3 5 1
2 4 1
3 9 4

∣∣∣∣∣∣ˆ 1 “ ´

∣∣∣∣∣∣
1 5 3
1 4 2
4 9 3

∣∣∣∣∣∣
C1 Ø C3

“ ´

∣∣∣∣∣∣
1 5 3
0 ´1 ´1
0 ´11 ´9

∣∣∣∣∣∣
L2ÐL2´L1
L3ÐL3´4L1

“ ´1ˆ

∣∣∣∣ ´1 ´1
´11 ´9

∣∣∣∣ “ ´p9´ 11q “ 2.
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✎ En pratique ✎ La méthode du pivot est à privilégier pour obtenir l’expression littérale d’un déterminant sous
forme factorisée.

Exemple 31 Pour tous a, b P K,∣∣∣∣∣∣
a b b
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣∣
a ` 2b a ` 2b a ` 2b

b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣
L1ÐL1`L2`L3

“ pa ` 2bq

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣ “ pa ` 2bq

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
b a ´ b 0
b 0 a ´ b

∣∣∣∣∣∣
C2ÐC2´C1
C3ÐC3´C1

“ pa ´ bq2pa ` 2bq.

En particulier, la matrice

˜

a b b
b a b
b b a

¸

est inversible si et seulement si a R tb,´2bu.

4.2.2 Développement par rapport à une rangée, formule d’inversion

On développe à présent une nouvelle stratégie de calcul des déterminants. Si l’on note B “ pE1, . . . , Enq la base
canonique de Kn, alors, pour tous A P MnpKq et j P J1 , nK, en notant pC1, . . . , Cnq les colonnes de A,

detA “ detBpC1, . . . , Cnq “ detB

˜

¨ ¨ ¨ , Cj´1,
n

ÿ

i“1

aijEi, Cj`1, ¨ ¨ ¨

¸

n-linéarité
“

n
ÿ

i“1

aij detBp¨ ¨ ¨ , Cj´1, Ei, Cj`1, ¨ ¨ ¨ q

. . . “

n
ÿ

i“1

aij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

...
...

...
. . . ai´1,j´1 0 ai´1,j`1 ¨ ¨ ¨

. . . ai,j´1 1 ai,j`1 ¨ ¨ ¨

. . . ai`1,j´1 0 ai`1,j`1 ¨ ¨ ¨

...
...

...

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rns

“

n
ÿ

i“1

p´1qj´1aij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

...
...

...
0 . . . ai´1,j´1 ai´1,j`1 ¨ ¨ ¨

1 . . . ai,j´1 ai,j`1 ¨ ¨ ¨

0 . . . ai`1,j´1 ai`1,j`1 ¨ ¨ ¨

...
...

...

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rns

On échange la j-ème colonne avec la pj ´ 1q-ième,
puis la pj ´ 1q-ième avec la pj ´ 2q-ième, etc.

Au total, j ´ 1 échanges de colonnes, d’où le p´1qj´1.

. . . “

n
ÿ

i“1

p´1qi´1p´1qj´1aij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 . . . ai,j´1 ai,j`1 ¨ ¨ ¨

...
...

...
0 . . . ai´1,j´1 ai´1,j`1 ¨ ¨ ¨

0 . . . ai`1,j´1 ai`1,j`1 ¨ ¨ ¨

...
...

...

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rns

“

n
ÿ

i“1

p´1qi`jaij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

...
...

. . . ai´1,j´1 ai´1,j`1 ¨ ¨ ¨

. . . ai`1,j´1 ai`1,j`1 ¨ ¨ ¨

...
...

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rn´1s

.

Mêmes échanges sur les lignes.
La matrice obtenue est triangulaire par blocs.

Déterminant de la matrice extraite de A
par suppression de sa ie ligne et je colonne.

Bilan : un déterminant de taille n peut être calculé comme une combinaison linéaire de n déterminants de taille n´ 1.
Précisément, les déterminants de taille n ´ 1 que nous avons fait apparaître ne sont jamais que des déterminants de
la matrice A à laquelle on a supprimé une ligne et une colonne. La définition suivante va nous permettre de clarifier
cet énoncé.

Soit A P MnpKq et i, j P J1 , nK.
• On appelle mineur de A de position pi, jq le déterminant de la matrice extraite de A par suppression de la
ie ligne et la je colonne. Nous le noterons ∆ijpAq dans ce cours, mais cette notation n’est pas universelle.

• On appelle cofacteur de A de position pi, jq le scalaire p´1qi`j∆ijpAq.
• On appelle comatrice de A, notée CompAq, la matrice des cofacteurs de A : CompAq “

`

p´1qi`j∆ijpAq
˘

1ďi,jďn
.

Définition 32 – Mineurs, cofacteurs, comatrice

Le cofacteur de position pi, jq est égal, au signe près, au mineur de même position. Reste
à savoir comment sont distribués ces signes, ce que schématise la matrice ci-contre.

¨

˚

˚

˚

˝

` ´ ` ¨ ¨ ¨

´ ` ´ ¨ ¨ ¨

` ´ ` ¨ ¨ ¨

...
...

...
. . .

˛

‹

‹

‹

‚

Exemple 33 La comatrice de

¨

˝

1 0 0
1 1 ´1

´2 0 ´1

˛

‚ est la matrice

¨

˝

´1 3 2
0 ´1 0
0 1 1

˛

‚, comme on peut le vérifier de tête.
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Remarque 34
• Le mineur et le cofacteur de position pi, jq d’une matrice carrée A sont indépendants des éléments de la ie ligne

et de la je colonne de A.
• D’après le calcul effectué en introduction, le cofacteur de position pi, jq d’une matrice carrée A vérifie :

p´1qi`j∆ijpAq “ detpA ` Ei,jq ´ detA.

Finalement, nous avons établi en introduction de ce paragraphe le théorème suivant.

Soit A P MnpKq.

• Développement par rapport à une ligne. Pour tout i P J1 , nK, detA “

n
ÿ

j“1

p´1qi`jaij∆ijpAq.

• Développement par rapport à une colonne. Pour tout j P J1 , nK, detA “

n
ÿ

i“1

p´1qi`jaij∆ijpAq.

Théorème 35 – Développement par rapport à une rangée

Exemple 36 Le fonctionnement de ces formules se comprend sur des exemples simples. En voici un, où l’on développe
un déterminant de taille 3 par rapport à sa première colonne.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 4 7
2 5 8
3 6 9

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 4 7
2 5 8
3 6 9

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 4 7
2 5 8
3 6 9

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 4 7
2 5 8
3 6 9

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

looooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooon

Cette étape explicative ne doit pas figurer lors de votre rédaction.

“

∣∣∣∣5 8
6 9

∣∣∣∣ ´ 2

∣∣∣∣4 7
6 9

∣∣∣∣ ` 3

∣∣∣∣4 7
5 8

∣∣∣∣ “ 0.

En particulier, la matrice considérée n’est pas inversible.

✎ En pratique ✎ Le développement par rapport à une ligne/colonne est souvent utile, mais, dans la mesure du
possible, il faut choisir de développer par rapport à une ligne/colonne contenant beaucoup de zéros. En règle générale,
pour une matrice dont les coefficients sont littéraux, il est conseillé de privilégier la méthode du pivot, qui fournit
davantage de résultats sous forme factorisée. Après tout, ce que l’on veut savoir d’un déterminant est généralement
s’il est nul ou non.

Exemple 37∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 ´1 1

´1 0 0 2
2 2 1 ´1
0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ p´1q

∣∣∣∣∣∣
´1 0 2
2 2 ´1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ `

∣∣∣∣∣∣
0 2 1

´1 0 2
0 1 2

∣∣∣∣∣∣
p3e colonneq

“ ´

ˆ

p´1q

∣∣∣∣2 ´1
1 2

∣∣∣∣ ´ 2

∣∣∣∣0 2
1 2

∣∣∣∣˙
p1re colonneq

`

ˆ

´p´1q

∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣˙
p1re colonneq

“ 4.

✎ En pratique ✎ Un développement par rapport à une ligne/colonne permet souvent d’obtenir une relation de
récurrence pour une suite de déterminants indexée par leur format.

Exemple 38 Pour tout n P N˚,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 ¨ ¨ ¨ 0

1 3 2 ¨ ¨ ¨
...

0 1 3
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 2

0 ¨ ¨ ¨ 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

“ 2n`1 ´ 1.

Soit A P MnpKq, alors ACompAq
J

“ CompAq
J
A “ detpAqIn. En particulier, si A est inversible, alors

A´1 “
1

detA
CompAq

J
.

Théorème 39 – Formule d’inversion

Démonstration. ... ■
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Exemple 40 Pour tout A “

ˆ

a b
c d

˙

P M2pKq, si detA “ ad ´ bc ‰ 0, alors on retrouve le résultat bien connu

(théorème 65 du chapitre 12)
A´1 “

1

detA
CompAq

J
“

1

ad ´ bc

ˆ

d ´b
´c a

˙

.

Attention ! La formule d’inversion est fondamentale mais uniquement dans un contexte théorique. Il est
a priori hors de question de s’en servir pour inverser une matrice concrète (excepté de taille 2). En effet, cette formule
ramène le calcul de A´1 au calcul de detA et ComA, soit le calcul d’un déterminant de taille n et de n2 déterminants
de taille n ´ 1 – ce qui est fort coûteux en calculs.

Remarque 41 La formule d’inversion permet d’estimer la validité du calcul de l’inverse d’une matrice inversible à
coefficients entiers. En effet, si A est inversible à coefficients entiers, alors CompAq

J est également à coefficients entiers,
de ce fait les facteurs premiers des éventuels dénominateurs des coefficients de A´1 sont nécessairement des facteurs
premiers de l’entier detA. Par exemple, si detA “ 10, il est exclu de voir apparaitre des 1{6 dans l’expression de A´1.

Soit x1, . . . , xn P K. La matrice

´

xj´1
i

¯

1ďi,jďn
“

¨

˚

˚

˚

˝

1 x1 x2
1 ¨ ¨ ¨ xn´1

1

1 x2 x2
2 ¨ ¨ ¨ xn´1

2
...

...
...

...
1 xn x2

n ¨ ¨ ¨ xn´1
n

˛

‹

‹

‹

‚

est appelée matrice de Vandermonde† de x1, . . . , xn. Son déterminant, appelé déterminant de Vandermonde, est
égal à

ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq.

En particulier, la matrice de Vandermonde de x1, . . . , xn est inversible si et seulement si les xi sont distincts.

Définition-théorème 42 – Matrice/Déterminant de Vandermonde

Démonstration. ... ■

Remarque 43 La condition nécessaire et suffisante concernant l’inversibilité des matrices de Vandermonde obtenue
au théorème précédent peut être établie indépendamment du résultat concernant le déterminant de Vandermonde.
Donnons deux idées de preuve, en commençant par remarquer que la condition nécessaire est évidente. Il suffit donc
d’établir que si les xi sont distincts, alors la matrice de Vandermonde est inversible.

1. Considérons l’application φ : P ÞÝÑ pP px1q, . . . , P pxnqq de Kn´1rXs dans Kn. Alors φ est un isomorphisme
(pourquoi ?) et la matrice de Vandermonde de x1, . . . , xn est la matrice de φ dans les bases canoniques respectives
de Kn´1rXs et de Kn.

2. Pour tous y1, . . . , yn P K, la matrice des coefficients du système d’équations linéaires P pxiq “ yi, pour tout
i P J1 , nK, d’inconnues les coefficients de P P Kn´1rXs, est la matrice de Vandermonde de x1, . . . , xn. Or ce
système est de Cramer (son unique solution est donnée par le polynôme d’interpolation de Lagrange).

5 Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et f P L pEq. Le scalaire detBpfpBqq “ detpMatBpfqq

ne dépend pas de la base B de E choisie ; on l’appelle déterminant de f et on le note detpfq.

Définition-théorème 44 – Déterminant d’un endomorphisme

Démonstration. Pour toutes bases B et B1 de E, les matrices MatBpfq et MatB1 pfq sont semblables, leurs déterminants sont
donc égaux (point (iv) du théorème 24). ■

Attention ! La notion de déterminant n’a de sens que pour les endomorphismes !

†. Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 à Paris – 1796 à Paris) est un mathématicien français qui a notamment contribué au
fondement de la théorie des déterminants (Mémoire sur l’élimination publié 1772, au sein duquel le déterminant de Vandermonde n’apparaît
toutefois pas explicitement).
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Remarque 45 À l’instar des matrices, le déterminant d’un endomorphisme n’est plus relatif au choix d’une base de
E, contrairement au déterminant d’une famille de vecteurs.

Soit A P MnpKq. Si l’on note pA l’endomorphisme de Kn canoniquement associé à A, alors det pA “ detA.

Théorème 46 – Déterminant de l’endomorphisme canoniquement associé à une matrice carrée

Démonstration. Notons B la base canonique de Kn et C1, . . . , Cn les colonnes de la matrice A, il vient

det pA “ det
´

MatBp pAq

¯

“ detBpC1, . . . , Cnq “ detA. ■

Les propriétés du déterminant d’un endomorphisme sont, comme l’on peut s’y attendre, similaires à celles du
déterminant d’une matrice.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f, g P L pEq.
(i) Effet d’un endomorphisme sur le déterminant d’une famille de vecteurs. Pour toute base B de E et

pour toute famille px1, . . . , xnq de n vecteurs de E, detBpfppx1, . . . , xnqqq “ detpfqdetBpx1, . . . , xnq.
(ii) Déterminant d’une composée. detpg ˝ fq “ detpgqdetpfq.

En particulier, pour tout λ P K, detpλfq “ λn detpfq.
Attention !

(iii) Caractérisation des automorphismes. f est un automorphisme de E si et seulement si detpfq ‰ 0.
En outre, le cas échéant, det

`

f´1
˘

“ pdet fq
´1.

Théorème 47 – Propriétés du déterminant d’un endomorphisme

Démonstration. Soit B une base de E et f, g P LpEq.
(i) Notons X “ px1, . . . , xnq, alors

detBpfpX qq “ detpMatBpfpX qqq “ detpMatBpfqMatBpX qq “ detpMatBpfqq detpMatBpX qq “ detpfq detBpX q.

(ii) detpg ˝ fq “ detpMatBpg ˝ fqq “ detpMatBpgqMatBpfqq “ detpMatBpgqq detpMatBpfqq “ detpgq detpfq.
En particulier : detpλfq “ detppλ IdEq ˝ fq “ detpλ IdEqdetpfq “ λn detpfq.

(iii) f est un automorphisme de E si et seulement si fpBq est une base de E, ce qui équivaut à

detpfq “
(i)

detBpfpBqq ‰ 0,

d’après la caractérisation des bases établie au théorème 13. ■

Attention ! Le déterminant n’est pas une application linéaire sur L pEq !
En général, si λ, µ P K et f, g P L pEq, detpλf ` µgq ‰ λ det f ` µdet g.

Remarque 48 À nouveau, le déterminant induit un morphisme de groupes surjectif de GLpEq sur K˚.

Remarque 49 – Interprétation en terme de volume orienté On note B la base canonique de R2.

u
v

MatBppu, vqq “

ˆ

2 ´1
1 1

˙

f : px, yq ÞÝÑ px` y, y ´ xq

MatBpfq “

ˆ

1 1
´1 1

˙

fpuq

fpvq

MatBppfpuq, fpvqqq “

ˆ

3 0
´1 2

˙

La relation matricielle MatBppfpuq, fpvqqq “ MatBpfq ˆ MatBppu, vqq conduit à

6 “ detBpfpuq, fpvqq “ detBpMatBpfqq ˆ detBpu, vq “ detpfq ˆ detBpu, vq “ 2 ˆ 3,

ainsi l’endomorphisme f agit sur les volumes orientés en les multipliant par un facteur detpfq “ 2.
Plus généralement, pour tout f P GLpEq, les bases pe1, . . . , enq et pfpe1q, . . . , fpenqq de E ont même orientation si et
seulement si det f ą 0.
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Compétences à acquérir
• Calculer des déterminants via des opérations élémentaires et des développements selon une rangée (niveau 1) :

exercices 1 à 7.
• Calculer des déterminants via des opérations élémentaires et des développements selon une rangée (niveau 2) :

exercices 9 à 14.
• Calculer des déterminants par blocs : exercices 16 à 18.
• Utiliser le caractère n-linéaire et alterné du déterminant : exercices 31, 30 et 33.
• Utiliser la formule de Leibniz : exercices 27 et 28.
• Utiliser un développement selon une rangée : exercices 5, 6, 10, 14 et 26.
• Exploiter la définition et les propriétés de la comatrice : exercices 34 à 36.

Quelques résultats classiques :
• Déterminant et trace de l’endomorphisme A ÞÝÑ AJ de MnpKq (exercice 22).
• Formules de Cramer (exercice 26).
• Deux matrices réelles semblables sur C le sont sur R (exercice 27).
• Propriétés de la comatrice (exercice 34).

A Annexe
Démonstration du théorème 10 (i) Notons φ l’application de En dans K définie par

@px1, . . . , xnq P En, φpx1, . . . , xnq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

aσpiq,i,

où pai,jq1ďiďn désigne les coordonnées de xj dans B, pour tout j P J1 , nK.
• Multilinéarité. L’expression de φ permet de vérifier sans difficulté que φ est n-linéaire.
• Caractère alterné. Montrons que si l’on a xi “ xj , pour i ‰ j, alors φpx1, u2, . . . , xnq “ 0.

En notant τ la transposition pi jq, on sait que l’ensemble des permutations impaires est Anτ “ tστ | σ P Anu. On peut donc
écrire

φpx1, . . . , xnq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

k“1

aσpkq,k “
ÿ

σPAn

n
ź

k“1

aσpkq,k ´
ÿ

σPAn

n
ź

k“1

aστpkq,k

Or, sachant xi “ xj ,

aστpiq,i “ aσpjq,i “ aσpjq,j , aστpjq,j “ aσpiq,j “ aσpiq,i et @k P J1 , nKzti, ju, aστpkq,k “ aσpkq,k,

ainsi
n

ź

k“1

aστpkq,k “

n
ź

k“1

aσpkq,k

et par suite φpx1, . . . , xnq “ 0.
• Calcul de φpBq. Par définition de φ,

φpe1, . . . , enq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

δσpiq,i “ εpIdJ1,nKq

n
ź

i“1

δIdJ1,nKpiq,i “ 1,

car, ayant δσpiq,i P t0, 1u, on dispose des équivalences

n
ź

i“1

δσpiq,i “ 1 ðñ @i P J1 , nK, δσpiq,i “ 1 ðñ @i P J1 , nK, σpiq “ i ðñ σ “ IdJ1,nK .

• Unicité. D’après le corollaire 9, toute forme n-linéaire alternée f sur E est proportionnelle à φ, précisément

@px1, . . . , xnq P En, fpx1, . . . , xnq “

˜

ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

aσpiq,i

¸

fpe1, . . . , enq “ fpe1, . . . , enqφpx1, . . . , xnq,

soit f “ fpe1, . . . , enqφ. En particulier, si fpe1, . . . , enq “ 1, alors f “ φ.

(ii) Notons detB “ φ. D’après le point précédent, la famille pdetBq engendre l’espace vectoriel des formes linéaires n-linéaires
alternées sur E et cette dernière est libre, puisque detB n’est pas l’application nulle.
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Démonstration du théorème 27 L’invariance par transposition permet de ne travailler qu’avec des matrices triangulaires
supérieures par blocs.

• Cas d’une matrice triangulaire. SoitA P MnpKq triangulaire supérieure. Dans la relation detpAq “
ř

σPSn
εpσq

śn
i“1 aσpiqi,

si le terme associé à une permutation σ est non nul, alors aσpiqi ‰ 0, pour tout i P J1 , nK, et donc σpiq ď i. Montrons par récur-
rence forte sur i que cela impose σpiq “ i, pour tout i P J1 , nK.

• Initialisation. σp1q ď 1 et σp1q P J1 , nK, donc σp1q “ 1.
• Hérédité. Soit i P J1 , n´ 1K. On suppose que σpjq “ j pour tous j P J1 , iK. Par hypothèse, σpi ` 1q ď i ` 1, mais nous

savons par hypothèse de récurrence et injectivité de σ que σpi` 1q R J1 , iK, d’où l’égalité annoncée.
• Conclusion. Si le terme associé à une permutation σ est non nul dans la définition de det(A), nécessairement σ “ IdJ1,nK.

En somme, detpAq “ ε
`

IdJ1,NK
˘

n
ź

i“1

aIdJ1,nKpiq,i “ a1,1 . . . an,n.

• Cas d’une matrice triangulaire par blocs. Contentons-nous d’établir le résultat pour r “ 2, le cas général s’obtenant
ensuite aisément par récurrence.

Fixons A P MppKq, B P MqpKq et X P Mp,qpKq, et notons Bp (resp. Bq ) la base canonique de Kp (resp. Kq). Objectif :∣∣∣∣A X
0 B

∣∣∣∣ “ detpAqdetpBq.

L’application pM1, . . . ,Mpq
φ

ÞÝÑ

∣∣∣∣M X
0 B

∣∣∣∣ de pKpq
p dans K, où M est la matrice de colonnes M1, . . . ,Mp, est clairement p-linéaire

alternée, ainsi φ “ φpBpq detBp . A fortiori, en notant C1, . . . , Cp les colonnes de A,∣∣∣∣A X
0 B

∣∣∣∣ “ φpC1, . . . , Cpq “ detBppC1, . . . , CpqφpBpq “ detpAq

∣∣∣∣Ip X
0 B

∣∣∣∣.
De même, l’application pN1, . . . , Nqq

ψ
ÝÑ

∣∣∣∣Ip X
0 N

∣∣∣∣ de pKqq
q dans K, où N est la matrice de lignes N1, . . . , Nq, est q-linéaire

alternée, ainsi ψ “ ψpBqq detBq , et en notant L1, . . . , Lq les lignes de B,∣∣∣∣A X
0 B

∣∣∣∣ “ detpAq

∣∣∣∣Ip X
0 B

∣∣∣∣ “ detpAqψpL1, . . . , Lqq “ detpAqdetBq pL1, . . . , LqqψpBqq “ detpAqdetpBq

∣∣∣∣Ip X
0 Iq

∣∣∣∣
et comme la matrice

ˆ

Ip X
0 Iq

˙

est triangulaire, on obtient l’égalité espérée.
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